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修订 说 明 


图 论 是 组 合 数学 的 一 个 分 支 .与 其 他 的 数学 分 支 , 怒 群 论 , 短 
阵 论 .概率 论 ,拓扑 学 .数值 分 析 等 有 着 密切 的 联系 。 凡 有 二 元 关 
系 的 系统 ,图 论 均 可 提供 一 种 数学 借 型 ,因而 它 在 许多 科学 领域 中 
具有 越 来 越 重要 的 地 位 。 图 论 在 计算 机 科学 .运筹 学 .电网 络 分 
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在 本 书 大 部 分 章节 后 面 介绍 了 许多 应 用 实例 ,读者 可 以 从 中 掌 提 
利用 图 论 解 决 实际 问题 的 基本 方法 和 技巧。 目前 ,图 论 已 成 为 计 
算 机 科学 ,运筹 学 ,组 合 优化 ,机 电 等 学 科 的 基本 课程 之 一 。 国 内 
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考 读物 。 
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1 图 的 基本 概念 


1.1 图 论 发 展 史 


图 论 是 一 门 应 用 十 分 广泛 其 内 容 非常 在 党 的 数学 分 支 ,是 近 
年 来 较为 活路 的 数学 分 支 之 一 。 它 起 源 很 早 .瑞士 数学 家 欧 拉 
《L.Euter) 在 1736 年 解决 了 当时 颇 为 有 名 的 -- 个 数学 难题 ,如 茵 
尼斯 城堡 七 桥 问 题 ,从 而 使 他 成 了 图 论 和 拓扑 学 的 创始 天。 哥 尼 
斯 城堡 位 于 前 苏联 的 加 里 宁 和 格 勒 ,历史 上 曾 是 德国 东 普 鲁 士 省 的 
省 会 , 普 雷 格 尔 河 横 穿 城堡 ,河中 有 两 个 小 岛 4 与 局 ,并 有 七 座 桥 
连接 岛 与 河 嵌 及 岛 与 岛 { 见 图 1.1)” 当 地 居民 提出 殷 否 存在 一 种 
走 法 ,要 从 这 四 块 陆地 中 的 任意 - 块 开 始 ,通过 每 -- 座 桥 恰 好 一 次 
特 回 到 起 点。 


es | 
入 | 纪 
A a 
~ D 
S7 人 - a 2 ~ 
-Ae \! 一 1 
1 了 
图 1.1 图 1.2 


欧 拉 为 了 解决 这 七 桥 问题 ,他 把 这 问题 转化 为 一 个 数学 问题 
来 解决 。 他 认为 这 种 下 法 是 否 存 在 与 两 岸 和 两 个 岛 的 大 小 形状 及 
桥 的 长 短 .曲直 都 没有 关系 ,重要 的 是 两 块 陆地 之 间 有 几 杂 桥 连 
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核 。 所 以 他 用 一 个 点 表示 一 块 陆 地 的 区 域 ,用 连接 相应 村 点 的 线 
段 表示 各 座 桥 ,这 样 就 得 出 图 1.2 所 示 的 图 。 问 题 就 转化 为 :在 这 
个 图 中 ,是 否 能 从 菜 一 点 出 发 经 过 每 条 线段 恰好 一 次 再 回 到 出 发 
点 。 欧 拉 在 1736 年 论证 了 在 这 个 图 中 ,如 此 走 法 是 不 存在 的 ,并 
且 推 广 了 这 个 问题 ,对 于 一 个 给 定 的 图 可 以 如 此 走 遍 给 出 了 一 个 
判别 法 则 。 

基 尔 竹 夫 (Kirchhoff) 在 1847 年 运用 图 论 解决 了 电路 理论 中 
求解 联 立方 程 的 问题 ,他 引进 了 “ 树 " 的 概念 。 可 惜 的 是 他 的 发 展 
超越 了 时 民 而 长 期 未 被 重视 。1857 年 凯 莱 (Cayley) 非 常 自然 地 在 
有 机 化 学 的 领域 里 发 现 了 一 族 重 要 的 图 , 称 为 树 , 他 应 用 树 来 计算 
饱和 氢化 合 物 C,H,, , ,的 同 分 异 构 体 的 数目 。 

早期 的 图 论 与 数学 游戏 发 生 密 切 联系 。 如 哈 窒 尔 顿 (W. R. 
Hamilton)y 的 周游 世界 癌 题 。 他 用 一 个 正 十 二 面体 (具有 十 二 个 五 
边 形 的 面 和 二 十 个 顶点 ?的 二 十 个 顶点 表示 世界 上 的 二 十 座 大 城 
市 ( 见 图 1.3) ,提出 的 问题 是 要 求 游戏 者 找 一 条 沿 十 二 面体 的 棱 
遂 过 每 个 顶点 恰好 一 次 的 闭路 。 图 1.3 所 示 的 a,5,…,s,t,4 表 
不 出 了 这 样 的 一 条 闭路 。 


20 世纪 后 ,图 论 的 应 用 渗透 到 许多 其 他 学科 领域 ,如 物理 ,化 
学 .信息 学 .运筹 学 , 博 奕 论 .计算 机 网 络 .社会 学 .语言 学 ,以 及 集 
合 论 .矩阵 论 等。 从 20 世纪 50 年 代 以 后 ,由 于 计算 机 的 迅速 发 
展 ,有 力 地 推动 了 图 论 的 发 展 ,使 图 论 成 为 数学 领域 中 发 展 最 快 的 
分 支 之 一 。 

图 论 是 组 合 数 学 的 一 分 支 , 与 其 他 的 数学 分 支 ,如 群 论 .矩阵 
论 .概率 论 .拓扑 学 .数值 分 析 有 着 密切 的 联系 。 对 于 基础 留 论 来 
说 , 它 不 要 求 有 高 深 的 数学 工具 。 读 者 只 要 学 过 集合 论 和 线性 代 
数 的 基本 概念 ,使 可 学 习 本 书 的 内 容 。 因 此 对 年 轻 的 数学 爱好 者 
来 说 ,图 论 是 他 们 极 好 的 研究 园地 。 


1.2 图 的 定义 


我 们 这 里 所 讨论 的 图 并 不 是 几何 学 中 的 贺 形 ,而 是 客观 世界 中 
某 些 具体 事物 间 联 系 的 一 个 数学 抽象 (如 在 1.1 中 所 提 到 的 欧 拉 把 
七 桥 问 题 转 化 为 有 四 个 点 .七 条 线段 的 这 种 图 ) ,用 项 点 (小 圆 点 ) 代 
表 事 物 ,用 边 表示 各 事物 间 的 二 元 关系 ,如 果 所 讨论 的 事物 之 向 有 
某 种 二 元 关系 ,我 们 就 把 相应 的 顶点 连 成 一 条 边 。 这 种 由 项 点 及 连 
接 这 些 顶点 的 边 所 组 成 的 图 就 是 我 们 留 论 中 所 研究 的 图 。 

例 1 在 一 次 集会 中 有 五 位 代表 zj,zaz,za*zdaiz5, 其 中 xz 
与 zj;X1 与 X41 与 ;X11 与 oT4 与 Xx; 是 朋友 , 则 我 们 可 以 用 
一 个 带 有 五 个 顶点 .五 条 边 的 图 形 来 表示 这 五 位 代表 间 的 朋友 关 
系 { 久 图 1.4)。 

值得 注意 的 是 图 1.4 中 ,两 条 边 ea 与 cs 有 一 个 交叉 点 ,但 这 
个 点 并 不 是 我 们 所 研究 的 顶点 ,只 是 两 条 边 的 交 久 点。 下面 我 们 给 
图 下 一 个 明确 的 数学 定义 。 

定义 1.2.1 设 VIG) = v4;v2,… ,vp| 是 一 个 非 空 有 限 集 
合 ,E(G) = | ersye2s… ,eo| 是 与 YtG) 不 相交 的 有 限 集合 ,一 个 
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图 1.4 


图 G 是 指 一 个 有 序 三 元 组 (VC(G),ECG) ,yi), 其 中 炎 ; 是 关联 消 
数 , 它 使 E(G) 中 每 一 元 素 对 应 于 V(G) 中 的 无 序 元 素 对 (可 以 
相同 )。 

如 例 1 中 五 位 代表 之 间 的 朋友 关系 所 对 应 的 图 为 :G = 
(VG) ,ECGY .oO 其 中 Y(G) = ziyzaytayr4yza ECG) 
= eease3ie4se5j ofel) = zixr2s Bolez) = Tixss elea) = 
T2Tss poles) = rarss Peles) = X34o - 

图 = (VUG),E(G),gc) 中 ,VY(G) 和 EE(G) 分 别称 为 GG 
的 工 点 集合 和 边 集 合 。 V(tG》 中 的 元 素 称 为 G 的 项 点 {或 点 】， 
E(tG) 中 的 元 素 称 为 G 的 边 。p(G)》 = |V(G)| 和 g(G) = 
1ECG) :分 别称 为 图 G 的 点 数 ( 或 阶 ) 和 边 数 。 

一 个 图 G = (VC(G),E(G),) 可 以 用 平面 上 一 个 图 形 表 
示 ; 用 平面 上 的 小 圆 冉 表示 图 G 的 项 点 ,用 点 与 点 之 间 的 连 线 表 
示 G 中 的 边 。 图 的 图 形 玫 示 使 得 抽象 定义 的 图 具 有 直观 性 ,有 助 
于 我 们 进行 思考 和 理解 图 的 性 质 。 明 显 地 ,同一 个 图 可 以 有 许多 形 
状 不 同 的 图 形 表 示 。 

例 2 图 G=(V(G),ECG),ye), 其 中 VCG)= 和 oi, wav4}， 
E(G) = | eayezvesyedse5ye6j ,polel) = wv bole) = wza2， 
bole3) = vavar foler) = vava teles) = vv folee) = da 
这 个 图 G 是 具有 4 个 顶点 ,6 条 边 的 图 。 其 图 形 如 图 1.5 所 示 。 
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图 1.5 


在 一 个 图 G =(V(G)E(G) yc) 中, 如果 内 ;(e) = ww, 我 
们 就 说 边 。 连接 顶点 4 和 %, 称 wu 和 w 是 。e 的 端点 ,也 称 x 和 ww 相 
邻 ;同时 也 称 (或 vu) 与 e 关联 。 与 同一 个 顶点 关联 的 若干 条 边 称 
为 是 相 邻 的 。 两 个 端点 重合 为 一 个 佐 点 的 边 称 为 环 。 如 图 1.5 的 边 
gc(e1) = um 是 加 的 一 个 环 。 关 联 于 同一 对 顶点 的 二 条 或 二 条 
以 上 的 边 称 为 多 重 边 。 如 图 1.5 中 的 两 条 边 ea(ye(e3) = wwa) 和 
es( etes) = v2v3) 是 G 的 多 重 边 ,一 个 图 G 如 果 没 有 环 和 多 重 
边 , 则 称 该 图 为 简单 图 。 如 图 1.4 所 示 的 图 是 一 个 简单 图 。 

如 果 一 个 图 G 的 顶点 集 V(G) 和 边 集 E(CG) 都 是 有 限 集 , 则 
称 该 图 为 有 限 攻 ,否则 称 为 无 限 图 。 本 书 仅 讨 论 有 限 图 .只 有 一 个 
顶点 斯 构成 的 图 称 为 平凡 图 ,其 它 所 有 图 称 为 非 平 凡 图 .显然 ,至 
少 有 一 个 顶点 才能 称 为 图 。 所 以 我 们 总 要 求 一 个 图 的 顶点 集合 是 
非 空 的 。 

通常 我 们 将 图 G = (V(G),E(G),g), 简 记 为 G = 
(Y(G),E(C)) 或 G=(V,E? 或 G。 

从 图 的 定义 不 难 发 现 , 我 们 所 讨论 的 图 与 图 的 几何 形状 没有 
关系 , 即 与 顶点 的 位 置 (但 两 个 不 同 的 顶点 不 能 重合 ) 及 连接 它们 
的 边 的 曲 . 直 .长 . 短 都 没有 关系 (但 一 条 边 除了 两 个 端点 外 ,不 再 
通过 其 它 顶点 )。 我 们 所 关注 的 只 是 各 顶点 之 间 是 否 有 边 或 有 几 条 
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边 连 接 。 便 如 ,图 1.4 也 可 以 画 成 图 1.6 的 形状 ,显然 ,这 两 个 图 都 
同样 表明 了 这 五 位 代表 间 的 朋友 关系 ,我 们 把 这 种 不 存在 本 质 差 
别 的 两 个 图 称 为 是 同 构 的 。 


型 工 .和 1 


定义 1.2.23 设 Gi= (Vi,Ei) 与 0=(Va,E2) 是 两 个 图 ， 
车 存在 一 一 对 应 gi: Vi 一 Vs 及 一 一 对 应 pu; El 一 Ez, 使 对 每 条 
边 e,e = uv EE 当 且 仅 当 pple) = g(agi(v)€ Fo。 则 称 G] 
和 Gs 是 同 构 的 ,认为 Gi 守 Gz。 

对 于 两 个 简单 图 ,其 同 构 定义 可 简化 为 : 

定义 1.2.3 设 Gl =〔【Vi,BE1) 与 Gz = (V,,E,) 是 两 个 简 
单 图 ,车 存在 一 一 对 应 gp: Vi 一 V2? ,使 得 对 Gi 中 任意 两 个 顶点 & 
和 wv ,uv 七 Ei 当 且 仅 当 gg(u)glv) EE,; 则 称 G 和 Gz 是 同 移 


的 。 记 为 G1 之 Gs 或 Gi 兰 G;。 

到 目前 为 止 ,判断 两 个 图 是 否 癌 构 , 还 只 能 根据 定义 。 也 就 是 
说 ,两 个 图 是 咨 同 构 还 没有 很 简便 的 判别 法 。 

例如 ,在 图 4+.7 所 示 的 两 个 图 C 和 Gz 中 ,建立 顶点 之 间 的 对 
应 关系 如 下 : 

PT UI TI VI TI VIII HI ， 32 证 2 和 3 HA 

容易 看 出 ,Gi 中 的 三 个 顶点 x1、x2sTs 互 不 相 邻 ,yi .32 .3 
互 不 相 邻 ,而 zy € ELG1) ,i = 1,2,3, j= 1,2,3。 在 9 对 应 下 ， 
G; 中 的 三 个 顶点 v1、v2、v3 互 不 相 邻 ,ui 、42、ts 互 不 相 邻 。 而 
ua = pr) ply) E E(G),i = 1,2,3, 7 = 1,2,3。 由 图 的 同 构 
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CI 他] 


定义 ,G1 之 Gyo 

对 于 两 个 同 构 的 图 , 易 见 它们 有 相同 的 结构 ,差异 只 是 顶点 和 
边 的 名 称 不 同 ,或 两 个 图 的 形状 不 同 , 由 于 我 们 主要 关注 的 是 图 的 
结构 性 质 , 所 以 在 画图 时 常常 省 略 预 点 和 边 的 标号 ;一 个 无 标号 图 
就 认为 是 同 构图 的 等 价 类 的 代表 。 

通过 前 面 的 讨论 可 发 现 一 个 图 实质 上 给 出 了 顶点 之 间 的 一 种 
二 元 关系 。 因 而 在 客观 忆 界 中 ,一 些 事 物 间 若 带 有 某 种 二 元 关系 ,就 
可 以 用 一 个 图 来 描述 这 些 事物 之 间 的 相互 关系 。 像 人 与 人 之 则 的 朋 
友 闫 系 、 间 学 关系 .相互 认识 关系 等 均 可 用 一 个 图 来 描述 ,一 般 情况 
下 ,用 图 的 顶点 表示 某 个 问题 中 所 讨论 的 主 变 的 对 象 ,而 边 表示 这 
些 对 象 之 间 主 要 的 二 元 关系 ,所 构成 的 图 就 表述 了 这 些 对 和 象 之 闻 的 
二 元 关系 ,我 们 就 可 以 通过 对 该 图 的 讨论 去 解决 相应 的 问题 。 个 上 
面 所 能 找 述 的 关系 只 能 是 具有 对 称 性 的 二 元 关系 。 而 在 现实 生活 
中 ,有 许多 关系 是 非 对 称 性 的 。 如 认识 关系 , 甲 认 识 乙 并 不 意味 着 乙 
认识 甲 。 在 处 理 交 通 流 问 题 时 ,会 碰 到 单行 道路 。 像 这 些 就 不 能 简单 
地 用 前 面 所 讨论 的 图 来 表示 .为 此 引进 有 向 图 的 概念。 

定 久 1.2.4 设 V(DP) = jaypa… ,Uo 上 是 一 个 非 空 有 限 集 
侣 ,4(D) = fal,a2:… say 是 与 V(D) 不 相交 的 有 限 集合 。 一 个 
有 向 图 DD 是 指 一 个 有 序 三 元 组 (VD),4A(D) ,yp), 其 中 yin 是 美 
联 销 数 , 它 使 4A(D} 中 的 每 一 元 素 ( 称 为 边 或 统 ) 对 应 于 VtD) 中 
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的 有 序 元 素 ( 称 为 顶点 或 点 ) 对 (可 以 相同 )。 若 a 是 一 条 弧 , 而 x 
和 ww 是 使 得 gp(a) = (ww)( 关 《wv;4u)) 的 顶点 , 则 称 a 从 x 指向 
v2; 称 u 是 a 的 起 点 ,vw 是 a 的 终点 。, 简 记 为 a = 《ww,%) ,在 不 引起 
混 活 时 ,有 时 也 可 用 wv ( 关 vu) 表示 (u,v)。 

对 应 于 每 个 有 向 图 中 ,可 以 在 有 相同 顶点 集 上 作 一 个 图 | Go, 
使 得 对 应 于 D 的 每 条 强 , Gj, 有 一 条 与 该 弧 有 相同 端点 的 边 与 之 
.对 应 ,这 个 图 称 为 D 的 基础 图 反之 ,给 定 任意 图 G ,对 于 它 的 每 
条 边 , 给 其 端点 指定 一 个 顺序 ,从 而 确定 一 条 纺 , 由 此 得 到 一 个 有 
向 园 , 这 样 的 有 向 图 称 为 G 的 一 个 定向 图 , 记 为 局 ,一 般 情 况 下 , 
是 不 惟一 的 。 

给 定 一 个 图 G = (V,E), 可 以 在 有 相同 顶点 集 上 作 一 个 有 
向 图 D(G) :使 对 应 于 G 中 每 一 条 边 uw,D{G) 中 有 两 条 方向 相 
反 的 矣 (u,v) 及 (ww) 与 之 对 应 ,D(G) 称 为 G 的 对 称 有 向 图 。 
D(G) 中 的 一 些 性 质 、 结 论 可 自动 地 转化 为 G 中 相应 的 性 质 、 
结论 。 

和 图 一 样 ,有 向 图 也 有 简单 的 图 形 表示 ,一 个 有 向 图 可 以 用 它 
的 基础 图 连同 它 的 边 上 的 箭头 所 组 成 的 图 形 来 表示 。 图 1.8 表示 
一 个 有 向 图 D 和 它 的 基础 图 。 


ts 


图 1.8 
前 面 一 些 关 于 图 的 概念 (点 与 边 等 关系 ) 可 以 自动 地 应 用 于 
.8 ， 


有 向 图 。 和 简单 图 相应 的 , 称 一 个 有 向 图 是 严格 的 ,如 果 它 没有 环 ， 
且 任 意 两 条 弧 都 不 同时 具有 相同 的 起 点 和 终点 。 

本 书后 面 的 讨论 中 ,在 没有 特殊 说 明 的 情况 下 ,所 指 的 图 一 般 
为 无 向 图 。 我 们 很 容易 地 能 把 无 向 图 中 茶 些 概念 推广 到 有 向 图 中 。 


1.3 顶点 的 度 


定义 1.3.1 图 G = 《V,F) 中 ,上 二 顶点 w 相 关联 的 边 数 ( 每 
个 环 计算 二 次 ) , 称 为 项 点 zx 的 度 , 记 为 dc{v)( 或 d(v))。 分 别 用 
3(G) 和 生 (G) 表示 G 中 顶点 的 最 小 度 和 最 大 度 。 度 为 零 的 顶点 
称 为 弧 立 顶点 。 

例如 , 图 1.8 中 do) = 4,do(a) = 5,do(ua) = 2， 
dou{us) = 3,de(us) = 4,60 = 2,A(G) = 5。 

如 果 VCG) = fo,v2,“ ,vp] , 称 非 负 整 数 序 列 (ad(w1)， 
d (02),… sd(v,)) 为 图 G 的 度 序列 。 

例如 ,图 1.8 所 示 的 图 G; 的 度 序列 为 (4,5,2,3,4)。 

设 S$S 是 V(G) 的 一 个 非 空 子 集 ,vw 是 G 的 任 一 项 点 , 称 

Ns(v} = fulu€ Suv € ECG)] 

为 在 S 中 的 邻 域 ,特别 车 S = Y(G), 则 常常 简 记 Nc (vw) 为 
N(w)。 明 显 地 , 当 G 是 简单 图 时 ,do(w) = |N(w)|。 

定义 1.3.2 ”如 果 一 个 图 中 每 个 顶点 的 度 是 某 一 固定 整数 
&, 则 称 该 图 是 有 正则 图 。 

例如 ,图 1.9 所 示 的 五 | 与 H; 分 别 是 3 正则 图 和 1 正则 图 。 

从 项 点 度 的 定义 不 难 发 现 ,由 于 每 条 边 有 两 个 端点 ,从 而 每 条 
边 对 》， do{v) 的 贡献 是 2。 因 而 可 得 以 下 结论 : 


ve vio 


定理 1.3.1 对 每 一 个 图 (G3 = (V,E), 均 有 
Dde(v) = 24(0G) 
vEV 


图 1.9 
为 了 方便 起 见 ,我 们 把 度 为 奇数 的 顶点 称 为 奇 点 , 度 为 偶数 的 


顶点 称 为 偶 点 。 
推论 1.3.2 在 任何 图 G = 《V,E) 中 , 奇 点 的 个 数 为 偶数 。 


证 明 ”我 们 把 图 G 的 顶点 集 V 划分 为 两 部 分 Vi 和 V 2 ,其 中 
Vi 是 G 中 所 有 的 奇 点 , V; 是 G 中 所 有 偶 点 oe 则 VV = VU Vy， 
Vi 人 站 Vs = 他 ,由 定理 1.3.1 得 
29(G) = Ddo(v) = Dydolv) + > delv) 
vEV weE yi vEV, 
而 >,dc(o) 是 偶数 , 所 以 > ,dc(u) 也 是 一 个 偶数 , 即 推 得 


2 


| 六 | 是 偶数 。 证 毕 。 

推论 1.3.3 ” 非 负 整数 序列 (d1,4d,,…,d,) 是 某 个 图 的 度 序 
列 当 且 仅 当 立 4, 是 个 数 。 

证 明 ”由 定理 1.3.1 可 知 必要 人 性 成 立 。 对 于 充分 性 , 取 志 个 相 
异 顶 点 v1 ,v2 ,Vy; 若 di; 是 侦 数 ,就 在 处 作 d; 及 个 环 ;车 di 是 
奇数 ,在 v; 处 作 (d; -1) 久 个 环 ,由 于 di 为 偶数 , 故 d1,d2,…， 
ds 中 有 偶数 个 奇数 项 ,从 而 将 所 有 与 奇数 4; 相对 应 的 这 些 顶 点 
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两 两 配对 并 连 上 一 条 边 。 最 后 所 得 图 的 大 序列 就 是 (di,d2,…， 
do)。 证 昌 ， 
需要 注意 的 大 ,以 非 负 整数 序列 (d ,dodo)( 立 di 是 偶 


数 ) 为 度 序列 的 图 一 般 有 很 多 。 
例如 ,图 1.10 所 示 的 G1 与 G2 的 度 序列 均 是 (7,3,1,4,6,5)。 


1.10 


简单 图 的 度 序列 称 为 图 序列 ,图 序列 的 讨论 或 判断 要 比 度 序 
列 的 讨论 围 难得 多 ,即使 知道 非 久 整数 序列 (di1,d,,…,ds) 是 图 
序列 ,要 构造 相应 的 简单 图 仍 是 相当 困难 的 。 

Erd5s 和 Callai 在 1960 年 给 出 了 图 序列 的 一 个 判别 方法 。 

定理 1.3,4 非 负 整数 序列 (da ,dz," ,dp 猴 di 之 中 之 之 


4,) 是 图 序列 当 且 仅 当 六 "di 是 偶数 ,并 且 对 一 切 整数 ,1 < 有 < 
户 -1, 有 
Dd; Ee 点 《器 一 1) + > min|k,di| 


i=1 


证 明 略 。 

对 于 有 向 图 DD = (V ,44), 也 有 类 似 的 一 些 和 概念 及 性 质 。 

定义 1.3.3 有 向 图 襄 中 ,一 个 顶点 4 的 出 度 db(u) 是 指 以 
11: 


4 为 起 点 的 弧 的 数目 。x 的 入 度 d5(a) 是 指 以 2 为 终点 的 儿 的 数 
目 。dp(u) + dp(wu) = dp(u) 表示 w 的 度数 。 
$+ (D) = minfadbla)}y tu € VvV(D)! 
3 (D)= minldp(u) | u € VD)| 
A: {D)= maxldptu} lu € V(D)| 
A (DY = maxldp(u) lu € VD)! 
分 别称 为 口 的 最 小 出 度 、 最 小 入 度 .最 大 出 度 和 最 大 入 度 。 
由 于 每 一 条 弧 恰 有 一 个 起 点 和 一 个 终点 。 故 有 : 
定理 1.3.5 ”对 每 一 个 有 向 图 让 =(Y,A), 有 


= dsl) = 14| 

下 面 我 们 给 出 几 个 例子 ， .作为 上 述 定理 或 推论 的 应 用 。 

例 1 在 平面 上 有 > 个 点 S = {zi1,72,…,z, |] ,其 中 任 两 个 
点 之 闻 的 距离 至 少 是 1 证 明 在 这 个 点 中 ,距离 为 1 的 点 对 数 不 
超过 3n。 

证 明 ”首先 建立 一 个 图 G = (VV,E), 其 中 V 就 取 S 中 的 nn 
个 点 ,V 中 的 两 个 顶点 有 边 连 接 且 当 仅 当 这 两 点 之 间 的 距离 怡 好 
为 1。 则 所 得 图 G 是 一 个 简单 图 ,S 中 距离 为 1 的 点 对 数 就 是 G 的 
边 数 ,因此 我 们 只 需 证 明 gq(G) 所 3n。 

我 们 考虑 G 中 每 个 项 点 的 度 ,可 以 证 明 :dcfzi) < 委 6.5 = 1， 
2;，…， Ma 

假设 zx; € V,G 中 与 zx; 相 邻 的 顶点 为 二 ,zi ,TY (k= 
dc (zi)) 6。 则 xz; ,zi,，… ,Xi 分 布 在 以 x; 为 圆心 的 单位 圆周 上 。 所 
以 名 志 6, 邯 d(x;) 所 6,i = 1,2,…,ne 现 由 定理 1.3.1 得 


2g9(G} 二 Sal) 61 
‘= 


故 
9g(G) A 3n 
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例 2 在 某 次 会 说 中 有 ? 人 参加 ,其 中 有 些 人 互相 认识 ,但 每 
两 个 互相 认识 的 人 ,都 没有 共同 的 熟人 ,每 两 个 互 不 认识 的 人 都 恰 
好 有 两 个 共同 的 熟人 。 证 明 每 一 个 参加 者 都 有 同样 数目 的 熟人 。 

和 证明 ” 作 图 G = (V,E),V 中 有 4 个 顶点 ,分 别 代表 参加 会 
议 的 x 名 代表 。V 中 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 这 两 个 顶点 所 对 应 的 
代表 互相 认识 。. 则 只 要 证 明 G 是 一 个 正则 图 。 

。 根据 题 意 ,如 此 构造 的 图 ( 满足 以 下 两 条 : 

(1) 车 上 与 y 在 台中 相 邻 , 则 不 存在 x EE Y, 使 wz 与 均 是 
G 中 的 边 ; 

(2) 车 z 与 vy 在 G 中 不 相 邻 , 则 恰好 存在 两 个 不 同 于 xz 和 yy 的 
顶点 ww 与 v, 使 {aryuy,vr,vy!: 性 EC) ,并 根据 (1) ,am 蕊 
EC(G), 

现 对 G 的 任意 一 个 顶点 x, 记 dolz) = 下 ,并 设 G 中 之 的 领域 为 

Nalz) = 上 | 
由 (1) ,对 1 所 1 天 7 所 大 ,zi 与 zi 不 相 邻 ,再 由 (2),G 中 存在 不 同 
于 工 的 一 个 顶点 ,使 yj; 分别 与 x; 和 x 相 加 .而 之 与 yi 不 相 邻 。 
明显 地 , 当 和 i,j| 关 1,1| 时 ,yi 了 yo( 参 见 图 1.11)。 这 类 顶点 
y(1 世 i 尖 j 世 和 共有 C2 一 全 个 , 即 G 中 至 少 有 C3 个 
顶点 与 zx 不 相 邻 。 

另 一 方面 ,车 还 有 不 同 于 w(1 乓 ;六 7 二 办 ) 的 项 点 y 与 不 
相 邻 , 则 由 (2) ,存在 两 个 顶点 4 与 0, 它 们 都 与 + 和 y 相 邻 ,因而 
z 入 Natz) ;也 即 存在 1 委 加 天 加 < 安 有 ,使 和 = zy = io， 
由 上 可 知 y = 201 :下 盾 。 

因此 G 中 与 x 不 相 邻 的 顶点 只 能 是 } 11 委 天 了 委 虹 | 
所 以 

Y = {ziU Nexr) U {ys | 1 志 72 郑 j 了 壕 率 | 
即 得 
四 13 四 


1 
2 
或 
二 2 二 让 (x-1)=0 
因此 是 方程 
tt (rn—-1)}=0 (1) 


的 一 个 正 很 。 由 项 点 z 的 任意 住 , 即 得 G 中 每 一 个 顶点 的 度 都 是 
方程 (1) 的 正 根 。 


但 此 方程 只 有 一 个 正 根 + 凌 一 上 一 ,所 以 G 中 每 个 


顶点 的 度 是 
-x+S8m -TD -1 
2 


所 以 G 是 正则 图 。 
注 : 从 证 明 过 程 可 知 , 并 不 是 对 所 有 的 自然 数 x 都 存在 满足 上 
述 条 件 的 图 。 
例 3 证 明 每 个 碳 毛 化 合 物 的 分 子 所 舍 的 氢 原 子 数 是 偶数 。 
证 骨 ”因为 每 个 碳 和 握 化 合 物 的 分 子 由 氧 与 碳 原 子 组 成 ,其 愿 
*。14 ， 


子 价 分 别 为 1 价 与 4 价 。 让 每 个 原子 对 应 于 图 的 一 个 项 点 ,如 果 两 
个 原子 是 连接 着 的 ,那么 对 应 的 两 个 顶点 就 相 邻 。 如 蜀 1.12 所 示 
的 丙烷 CaHs 对 应 于 图 G ,在 这 个 图 中 ,对 应 于 碳 与 氢 原 子 的 顶点 
的 度 分 别 是 4 与 1, 所 以 所 原子 的 个 数 是 偶数 。 


WW) QM) 过 
QAO A AOAD 
CD WD) (9) 


图 1.12 


例 4 在 一 次 围棋 擂台 赛 中 ,双方 各 出 n 名 选手 。 比 赛 的 规则 
是 双方 先 各 自 排 定 一 个 次 序 , 设 甲 方 排 定 的 次 序 为 ri,zaz， zw， 
乙方 排 定 的 次 序 为 nm ,ya,…，awozl 与 yi 先 比赛 , 胜 的 一 位 与 对 
方 输 的 下 一 位 选手 t 比 赛 , 按 这 种 方法 进行 比赛 ,直到 有 一 方 的 最 后 
一 位 选手 出 场 比 赛 并 且 输 给 对 方 ,比赛 就 结束 。 问 最 多 进行 几 场 比 
赛 可 定 其 胜 负 (假定 比赛 不 出 现 平局 )。 

解 。” 选 建立 一 个 有 向 图 DD = (V,A),V = fri,x2 sx， 
Ni 2 YY | ,如 果 Xi 与 y; 进行 过 一 场 比 赛 ,就 在 i 与 y 之 向 连 
一 条 弧 ,其 方向 从 胜 者 指向 负 者 。 则 刀 的 每 一 条 弧 对 应 一 场 比赛 ， 
刀 中 弧 的 数 旧 就 是 这 次 比赛 的 次 数 。 根 据 比 赛 规则 ,每 一 名 选手 至 
多 输 一 场 , 所 以 DD 中 每 个 顶点 的 人 度 至 多 为 1, 但 zx; 与 必 有 一 
个 入 度 为 1, 另 一 个 为 0。 由 定理 1.3.5, 得 


141= Saslz) + ds{(y)) 2an-1 


即 至 多 进行 2n -工场 比赛 就 可 以 确定 胜 负 。 
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1.4 子 图 与 图 的 运算 


在 研究 和 描述 图 的 性 质 以 及 图 的 扁 部 结构 中 , 子 图 的 概念 是 
必 不 可 少 的 。 

定义 1.4.1 GG=(V,E) 和 和 太 = (VWV ,E’) 是 两 个 图 ,如 果 
VCSV 和 EE 忆 EE, 则 称 玉 是 的 子 图 , 记 为 HCG。 

例如 ,图 1.13 中 ,有 .HH, 和 五 ; 都 是 G 的 子 图 , 吾 | 称 为 是 G 
的 三 角形 子 图 。 


图 1.13 


如 果 妃 是 女 的 子 图 ,并且 V{H) = V《G), 则 称 坊 是 G 的 生 
成 子 图 。 图 1.13 中 的 H; 就 是 经 的 一 个 生成 子 图 。 

如 果 玉 是 G 的 子 图 ,其 中 V(H) = V(G) 和 E{(G) = E{H) 
至 少 有 一 个 不 成 立 , 就 称 日 是 G 的 真子 图 。 

假设 V' 是 V(G) 的 一 个 非 空 真子 集 , 则 以 G - V 表示 从 全 
中 删 去 VW 内 的 所 有 顶点 以 及 与 这 些 顶 点 相关 联 的 边 所 得 到 的 子 
图 。 若 六 = fvj, 常 把 GG 一 fv| 简 记 为 G - wv。 用 G[ VW ] 表示 
G-(V-Y7) 称 为 女 的 由 V 导出 的 子 图 。 图 1.13 中 ,HH| 就 是 由 
| ms; vsy ze 导出 的 子 图 , 即 Hi = G[ {v4,vs, vel]o 

关于 边 子 集 也 有 类 似 的 定义 , 设 E' 是 五 (G) 的 子 集 ,以 G 一 
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E' 表示 在 G 中 删 去 EE' 中 所 有 的 边 所 得 到 的 子 图 。 而 在 G 中 加 上 
边 集 E(E” 站 E(G) = 纺 ) 内 的 所 有 边 所 得 的 图 记 为 G + E”。 同 
样 用 -ce( 或 和 + 六 7EEE(G)) 表 示 站 -je 或 +1r)。 
用 GLE'1 表 示 以 上 ' 为 边 集 ,以 EE' 内 的 边 的 端点 为 顶点 集合 所 构 
成 的 图 , 称 为 0 的 由 EE 导出 的 学 图 。 

图 1.14 画 出 了 各 种 不 同类 型 的 边 子 图 。 


个 G la.er.e] GO- ee 


图 1.14 


从 图 G 中 出 去 所 有 的 环 ,并 使 每 一 对 相 邻 的 顶点 只 留 下 一 条 
边 , 即 可 得 G 的 一 个 生成 子 图 , 称 为 G 的 基础 简单 图 。。 图 1.14 中 
的 G ~ iel,e?] 就 是 G 的 一 个 基础 简单 图 。 

简单 图 G 的 补 圈 人 好 是 指 和 G 有 相同 顶点 集 V 的 一 个 简单 图 ， 
C 中 的 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 它 们 在 G 中 不 相 邻 ,图 1.15 中,G" 
是 G 的 补 图 。 

设 G = (VEI) 和 G2 = (Vz, 上 FF,) 是 两 个 图 , 若 Vi 门 V 
= 他, 则 称 G, 与 G; 是 不 相交 的 ;车 E11 E2 = 网, 则 称 Gj 与 6， 
边 不 重 的 。 | 

Ci = 三 《Vi,E1) 和 Ca = (Vy,E2) 是 两 个 不 相交 的 图 ,定义 
G1+CG2= (VU VBE UE ,这 里 Ey = fuvlw EV, 
J Vi, 称 G+ G 为 G1 和 CG, 的 和 。 

对 于 两 个 图 G; = 《VI,E1) 和 Gs = (Vz,E2) ,定义 G1U G; 
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次 


旬 1.15 
三 (Vi U Vo, El UU FE,), 称 为 G1 和 CG» 的 并 。 
例如 ,G1、G; 各; 如 图 1.16 所 示 ,G + G2 和 Gi YU G2 如 
图 1.17 所 示 。 


图 1,17 
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1.5 一些 特殊 的 图 


在 本 节 ,我 们 介绍 一 些 常见 的 特殊 图 类 。 

定义 1.5.1 ”如 图 G 中 的 每 一 对 不 同 顶点 愉 有 一 条 边 连 接 ， 
则 称 此 图 为 完全 图 。 

具有 p 个 顶点 的 完全 图 在 同 构 意义 之 下 只 有 一 个 , 记 为 Kj。 
图 1.18 给 出 了 点 数 不 超 过 5 的 所 有 完全 图 。 


xX yy 
大， 大 LP 


天 | kK, 


图 1.18 
对 于 一 个 p 阶 完全 图 KK,, 容易 计算 出 KK, 的 边 数 是 C? = 
B42 一 .并且 在 所 有 售 p 个 顶点 的 简单 图 中 ,Ks 的 边 数 是 最 多 


的 ,因而 以 下 结论 成 立 。 

定理 1.5.1 设 G 是 户 阶 简单 图 , 则 

9(G) < PP-Y 

等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 完全 图 。 

完全 图 K, 的 补 图 Ks 是 一 个 仅 生 pp 个 顶点 不 含 边 的 图 , 称 为 
空 图 。 

例 1 在 一个 化 学 实验 宣 里 ,有 ， 个 药 箱 ,其 中 每 两 个 不 同 的 
药 箱 性 有 一 种 相同 的 化 学 品 ,而 且 每 种 化 学 品 恰好 在 两 个 药 箱 中 
出 现 。 问 ; 
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(1) 每 个 药 箱 有 几 称 化 学 品 ? 

(2) 这 x 个 药 箱 中 共有 几 种 不 同 的 化 学 品 ? 

解 ”我 们 用 个 顶点 来 代表 zt 个 药 箱 ,两 个 顶点 之 间 连 接 的 
边 数 等 于 这 两 个 顶点 所 对 应 的 两 个 药 箱 所 含有 相间 化 学 品 的 种 
数 。 按 题 意 ,所 得 图 G 是 一 个 n 阶 完全 图 ,G 中 每 一 条 边 代表 一 种 
化 学 品 , 由 于 G 中 每 个 顶点 有 ”~ 1 条 边 与 之 关联 ,共有 g(G) = 
C2 条 边 。 所 以 在 这 个 化 学 实验 室 中 ,每 个 药 箱 装 有 x - 1 种 化 学 
品 。 整 个 实验 室 共 有 C? 种 不 同 的 化 学 晶 。 

定义 1.5.2 设 G=(V,E) 是 bp 阶 图 。 若 VV 可 划分 为 个 
非 空子 集 Vi ,Vs,… ,Vi ,使 得 对 每 一 个 il 入 二 各 加) ,GL Vi] 
是 空 图 ， 则 称 G 为 mm 部 图 , 记 为 位 三 (Vi Vz Vi) :车 
i |= [V1=… = [Vi | , 则 称 G 是 等 m 部 图 。 

定义 1.5.3 设 G= 《Vi,Vi,…, Vm) 是 mm 部 图 。 并 屿 对 任 
意 w EV 和 v EE Vi(l 过 i1 关 jj 入 mm), 均 有 wv 全 记 , 则 称 (YVj， 
V2 Vm;E) 是 完全 mw 部 图 。 记 为 K，,，,…s， 这 里 p= 
|V| ;2 二 1,2,"*,7o 

与 定理 1.5.1 类 似 , 对 于 mr 部 图 有 以 下 结论 : 

定理 1.5.2 设 G= (VV ,VE) 是 mm 部 图 ,p; = 


| VE = 1,2,. 71,p = Zp 
gyg(G)& (pp S22 
等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 完全 部 图 K，，，， 。 
不 难看 出 ,每 个 户 取 到 时 (1 < 7 < 凡 ) 六) 达到 最 小 
但 p = 之 ,每 个 pp; 均 是 正事 数 。 闭 令 p = mk + r(0 < < 
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及 ) 则 随 轴 = 全 二 页 三 下 二 1 记 和 二 上 时， 访 ) 记 ? 
在 上 述 条 件 下 到 到 最 小 。 故 又 有 可 
5(G) <E(r ->i) 
< 二 [ 产 - (Priy+ DR)] 
7 (p> — mk — 2kr —r) 
这 就 证 明了 以 下 推论 。 


推论 1.5.3 设 G= (Vi,V2,…… ,Va;E) 是 pp 阶 m 部 图 ， 
p=mk+t+r(0 和 ar<m), 则 


全 | 


gf G) 所 廊 (p? ~ mk* — 2kr—r) 
等 号 成 立 当 有 利 仅 当 G 是 完全 部 图 天 es 
2 


由 于 完全 好 1 部 图 下。 pre 完全 由 户 与 六 惟一 确定 ,可 
一 一 一 一 


记 为 T,(p}。 例 如 T,(8) 如 图 1.19 所 示 。T3{8) = Ka,3.2， 
q(Ts(8)) = 21。 


图 1.19 


我 们 通常 时 G = (X,Y;E} 表 示 二 部 图 ,有 时 也 称 为 二 分 图 。 
在 实际 问题 中 , 碰 到 二 分 图 的 例子 很 多 。 
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例 2 人 员 分 配 向 题 o 某 公司 分 配 x 个 工人 做 mm 件 工作 ,就 可 以 
用 一 个 二 分 图 来 表示 。 代 表 人 的 一 组 顶点 用 X = 1x1,x2，…sz| 宕 
示 ,代表 工作 的 一 组 用 顶点 Y= {ys ya Yn 表示 。r 入 x 与 » EE 
Y 相 邻 当 且 仅 当 工人 x; 能 做 工作 3 ,所 得 图 是 一 个 二 分 图 。 

例 3 公用 设施 问题 代表 住户 的 顶点 作为 一 组 ,代表 公共 设 
施 ( 如 水 厂 、 电 厂 , 煤 气 公司 ,电话 公司 等 ) 的 顶点 又 是 一 组 ,两 组 
的 顶点 之 间 有 边 相 连 当 且 仅 当 对 应 的 用 户 与 公共 设施 之 间 存 在 隶 
属 关 系 ,所 得 图 也 是 二 分 图 ,如 图 1.20 所 示 。 


图 1.20 


例 4 ”在 一 次 舞会 中 ,X、Y 两 国 留学 生 各 n(n > 2) 人 ,六 国 
每 个 学 生 都 与 Y 国 一 些 ( 不 是 所 有 ) 学 生 跳 过 舞 。Y 国 每 个 学 生 和 至 
少 与 义 国 一 个 学 生 跳 过 舞 ,证 明 一 定 可 以 找到 鲜 国 两 个 学 生 z 
及 Y 希 两 个 学 生 y、y ,使 得 xz 与 y、x 与 y 跳 过 舞 , 而 了 与 yz 
与 y 没有 跳 过 舞 。 

证 明 ” 作 一 个 二 分 图 G = (多,Y; 忆 ) ,XX 中 的 x 个 点 代表 图 
国 的 n 个 留学 生 ,Y 中 的 个 点 代表 Y 国 的 个 留学 生 。 如 果 一 个 
X 国 的 学 生 与 一 个 Y 国 的 学 生 一 起 跳 过 舞 , 就 在 相应 的 两 个 点 之 
间 连 一 条 边 。 所 得 二 分 琅 G 是 一 个 简单 图 ,并 且 |X|= + 了 | = 
> 2, 对 中 每 个 点 z ,1 声 do(xz) < ;对 六 中 的 每 一 个 点 yy， 
dely) 之 1。 

在 X 中 到 一 个 度数 最 大 的 点 zx, 在 Y 中 取 一 个 与 x+ 不 相 邻 的 
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点 y ,由 于 doc(ly ) 之 1, 令 x 是 XX 中 与 y 相 邻 的 顶点 , 则 dcfz ) 
de(z),r 关 z, 即 有 |Ne(z | 委 |Ne(z)| ,又 了 ENe(z) 
-Ne(z), 所 以 Ne(z) - Nofz 天 你。 取 、E Netr)- 
ofz 人 小, 则 ?与 z 相 邻 而 与 z 不 相 邻 (如 图 1.21 所 示 )。 这 四 个 点 
zz ys 所 对 应 的 四 个 留学 生 即 为 所 求 的 四 个 留学 生 。 

给 定 有 向 图 D = (Y,4) 后 ， 
有 时 需要 对 记 中 的 每 条 弧 a 赋予 
一 个 实数 zfa)。 通 常 wla) 称 为 
赋予 颖 a 的 权 。 赋 权 的 有 向 图 称 为 
有 向 网 络 , 记 为 N = (V,A,W)。 WwW. 
在 有 向 网 络 中 , 弧 的 权 可 以 用 来 表 一 一 
示 各 种 不 同 含义 的 量 。 例 如 在 运输 NCW) 
网 络 中 , 弧 可 以 表示 道路 , 统 上 的 图 1.21 
权 可 以 用 来 表示 道路 的 实际 长 度 ， 
可 以 表示 通过 该 段 道路 所 需 的 时 间或 运费 ,也 可 以 用 来 表示 建造 
这 段 道路 的 费用 。 权 的 实际 意义 可 以 根据 具体 问题 的 需要 决定 , 当 
然 在 必要 时 还 可 以 给 每 条 强 赋 两 个 以 上 的 不 同 含 义 的 权 。 

有 时 也 可 以 考虑 冉 权 的 无 向 图 。 赋 权 的 无 向 图 称 为 无 向 网 络 
或 赋 权 图 , 记 为 N = (V,E,W) 或 G = (V,EE,W), 我 们 可 以 把 
一 个 无 向 网 络 N = (VY ,E,W) 转化 为 有 向 网 络 。 其 方法 是 :把 N 
=【《Y, 忆 , 钱 ) 中 的 每 条 边 。= uv 伐 之 以 一 对 有 向 弧 : 

a = (u,v)E€EA 
u = (vu)EA 

相应 的 权 为 :w(ta = to) = w(e)o 这 样 就 得 到 一 个 相应 的 
有 向 网 络 N = (VV,A,W)。 这 是 一 种 常用 的 把 无 向 网 络 化 为 有 向 网 
络 的 方法 ,这 种 变换 方法 的 直观 意义 是 很 明显 的 如果 我 们 把 边 看 
作 道 路 ,无 向 边 表示 两 个 方向 都 能 通行 的 路 ,有 了 向 强 表 示 只 允许 单 
向 通行 的 路 ,那么 一 条 双向 路 显然 可 以 看 作 两 条 平行 的 单 向 路。 
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需要 指出 的 是 ,一 个 图 (有 向 图 ) 可 以 看 成 是 所 有 边 { 驱 ) 的 权 
都 为 1 的 无 向 网 络 ( 有 向 网 络 )。 


1.6 ”图 的 矩阵 表示 


一 个 图 G = {V,E) 由 它 的 顶点 与 边 之 各 的 关联 关系 惟一 确 
定 ; 也 由 它 的 项 点 对 之 间 的 邻接 关系 惟一 确定 。 图 的 这 种 关系 均 可 
以 用 矩阵 来 蓝 划 ,分 别称 为 G 的 关联 矩阵 与 邻接 矩阵 。 一 个 图 的 
和 矩阵 表示 不 仅仅 是 给 出 了 图 的 一 种 表示 方法 ,重要 的 是 可 通过 对 
这 些 矩 阵 的 讨论 ,可 以 得 到 有 关 图 的 若 于 人 性质。 此 外 ,在 图 论 的 应 
用 中 ,图 的 矩阵 表示 也 具有 重要 的 作用 。 
定义 1.6.1 设 G = (V,E) 的 顶点 集 和 边 集 分 别 为 
W 一 {v1: v3, , vp | 
E = |e,e2, ,eo 
用 5b; 表示 顶点 vi 与 边 e 关联 的 次 数 (0,1 或 2), 称 和 矩阵 B(G) = 
(5j)pxs 为 如 的 关联 矩阵 。 
例 1 图 1.22 所 示 的 图 G 的 关联 给 阵 为 
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€1] #2 63 €4 €5 €6 €7 Eg8 《9 
v0 0 0 0 1 0 0 1 1 
BUG) = 2 1 1 1 0 0 0 1 0 1 
ll 1 0 0 0 0 0 0 0 
v0 0 1 2 1 1 0 0 0 
10 0 0 0 0 1 1 1 0J 
从 图 的 关联 和 矩阵 的 定义 容易 获得 以 下 性 质 : 


(1) B(G) 的 每 一 列 元 素 之 和 均 为 2; 

(2) B(G) 的 每 一 行 元 宗之 和 等 于 对 应 项 点 的 度数 。 

定义 1.6.2 设 图 G = (V ,EE) 的 顶点 集 为 V = vi,v2,*…， 
vy| ,用 wy 表示 全 中 心 与 w 之 癌 的 边 数 。 称 矩阵 MIG) = (aj)p、p 
为 G 的 邻接 和 矩阵。 

例 2 图 1.22 所 示 的 图 G 的 邻接 矩阵 为 


[vr v2 v3 wa ws] 
v1I0 1 0 1 1 
M(G) = 2| 1 0 2 1 1 
310 2 0 0 0 
24| 工 1 0 1 1 
vsL1 1 0 1 0J 
图 的 邻接 矩阵 有 以 下 明显 的 性 质 ， 


(1) MtG) 是 一 个 对 称 和 矩阵 ; 
(2) 若 G 为 无 环 图 。 则 M(G) 中 第 i; 行 ( 列 ) 的 元 索 之 和 等 于 
顶点 wv; 的 度数 ， 
(3) 两 个 图 G 与 遇 辐 构 的 充 要 条 件 基 存在 一 个 置换 矩阵 已 ,使 
M{(G) = PIM(H)P 
定义 1.6.3 设 图 G = (V,E) 的 顶点 集 为 V(G) = 
oz ,… ,vp},G 的 度 和 矩阵 为 
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D(G) = 


d(v,) 
定理 1.6.1 图 G = {V,E) 是 p 阶 简单 图 , 则 
B(G}. B(G}T = D(G} + M({G) 
证 明 记 MIG) = (as)pxpsB(G) = (bi)pxgr D(G) = 
(dj)pxooB(G)，B(G)' 的 (i,j) 元 素 为 


(B(G) . B(G)T), = buba 

DG) + M(G) 的 (i,j) 元 从 为 
di = dw) 当 i=] 
(D{(G)} + M(G)), = 从 当 ; 二 
车 ; 关 j 则 Bi = 工 当 上 且 仅 当 e = viv; € E(G), 而 wiv € 

E(G) 当 且 仪 当 a = 16 当 es = oo 后 EGG) 时 ,对 全 中 任何 其 
余 边 ej 关 e, 由 于 ej 突 viv; ,Bb = 06 当 viv 蕊 EFE(G) 时 ,对 一 切 
ey 全 (CG), 由 于 ex 关 vwivi,Dnbn 0 且 a = 0。 故 以 下 等 式 成 立 : 


Subn = a 
即 
(BUG) ， 如 (GD77 7) =【《DKCG) + M(G)): 
车 i = j, 则 
(B(G) .BCG) 5 = oa = > 和 = d(Cv) 
一 di 三 (DCG} + Mt GD))s 


所 以 
B(G}.- B(G)T = D(G)+ MIG) 证 毕 。 
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对 于 一 个 二 分 图 G =《〈 蕊 ,了 , 互 ) 来 说 ,我 们 可 以 用 一 个 阶 数 
比邻 接 和 矩阵 更 小 的 矩阵 来 表示 。 设 X= |zlyza zj ,Y = 
{yi Ys Yn | , 作 nxXm 矩阵 4 三 (a5)wxm': 其 中 Adi 表示 zi 与 
Y 之 间 连 接 的 边 数 。 

例 3 图 1.23 所 示 的 二 分 图 所 对 应 的 6 Xx5 和 矩阵 A 为 
0 0i 


Le 导 
二 


HL i 
hh Bf 
¢ on 
“SS » 4 
Oo 
图 1.23 图 1.24 


反之 ,给 定 一 个 (0,1) 矩阵 ,能 惟一 确定 一 个 简单 二 分 图 G = 
( 久 ,Y ;EE); 例 如 (0.1) 矩阵 B 对 应 一 个 二 分 图 避 ( 见 图 1.24) 为 
1 1 


1 0 
1 0 
0 1 
对 于 有 向 图 ,我 们 类 似 的 可 以 引进 关联 矩阵 和 邻接 矩阵 ，。 
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定义 1.6.4 有 向 图 万 的 关联 矩阵 日 ( 万 ) = (85)pxg 定义 为 
1 项 点 是 狂 必 的 起 点 
bi = | 1 顶点 vw 是 弧 a 的 终点 
0 顶点 w 是 绝 有 a 不 关联 
例 4 1.25 所 示 的 有 向 图 口 的 关联 撼 阵 召 (万 )， 为 


-1 -1 0 0 0 
0 1 0 I -1 
0 0 1 -1 0 
定义 1.6.5 有 向 图 忆 的 邻接 矩阵 M(D) = (4),x, 的 元 素 
oj 定义 为 :从 v; 到 wj 的 弧 的 条 数 。 
例 5 图 1.25 所 示 的 有 向 图 DD 的 邻接 矩阵 为 


B(D) = 


0110 
0000 
MD)=|0 | o1 
1000 
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习 题 一 


1.1 证 明 :在 下 面 几 个 图 中 ,G1 与 Gy 两 个 图 同 构 (图 G1 是 著名 
的 彼得 森 (Petersen) 图 ) ,而 图 G3 与 G4 不同 构 。 


Oa Gs 
习题 1.1 
1.2 设 人 GG 与 日 局 构 , 其 中 V(G) 与 V( 琅 ) 之 间 的 这 个 一 一 对 应 


为 po。 证明: 
(1) 对 G 中 任 一 个 顶点 udolu) = dy( gp{(u)); 
(2) p{G) = p(H),g(G) = ql(H); 
(3) 举 多 说 明 (2) 的 北 不 成立。 
1.3 对 任意 图 C ,证 明 : 
(OC) E29(G)/p(G) 安信) 
1.4 在 一 次 象棋 比赛 中 ,任意 的 两 名 选手 间 至 多 下 一 盘 , 试 证 总 
存 埋 两 名 选手 ,他 们 下 过 的 盘 数 相同 。 
1.5 在 习题 1.4 所 指 的 比赛 中 ,如果 每 令 选 手 与 其 余 所 有 的 选手 
他 29 . 


1.6 


1.7 


1.9 


1.10 


都 比赛 一 次 , 且 选 手 总 数 是 n, 求 总 盘 数 。 

在 茶 俱乐部 里 有 个 人 (nn 注 6), 每 个 人 声称 只 左 意 与 他 认 
识 的 4 个 人 在 一 起 打 括 牌 ,证明 : 如 果 有 1 个 人 认识 的 人 数 
大 于 半 m 而 其 余 每 个 人 认识 的 人 数 大 手 或 等 于 半 1， 则 总 
可 以 从 这 m 个 人 中 找 出 4 个 人 ,这 4 个 人 本 以 在 一 起 
打 桥 牌 。 

证 明 非 抽 整 数 序列 (7;6,5,4,3,3,2) 和 (6,6,5,4,3,3,1) 都 
不 是 图 序列 。 

在 一 次 集会 中 有 个 人 参加 (7n 污 6)。 证 明 其 中 的 任意 6 个 
人 中 必 有 3 个 人 互相 认识 或 有 3 个人 人 互 不 认识 ,举例 说 明 ， 
和 如果 特 6 个 人 改 为 任意 的 5 个 人 ,结论 不 一 定 成 立 。 

将 平面 上 一 外 三 角形 的 三 个 顶 志 分 别 涂 以 红 、 蓝 、 黑 三 种 遍 
色 ,在 该 三 角形 内 取 若 干 个 点 ,将 它 分 为 若干 个 小 三 角形 
(下 图 是 一 个 例子 ), 每 两 个 小 三 角形 或 有 一 个 公共 端点 ,或 
者 有 一 条 公共 边 ,或 者 没有 公共 端点 ,将 每 个 小 三 角形 的 端 
点 也 涂 上 红 、 蓝 、 轩 三 种 颜色 之 一 。 证 明 不 管 怎样 涂 ,都 有 一 
小 小 三 角形 , 它 的 三 个 顶点 的 颜色 全 不 相同 。 


习题 1.9 


一 个 旅游 组 由 个 人 组 成 (nn 这 4), 其 中 任意 4 个 人 中 至 少 
有 1 人 ,他 以 前 见 过 另外 3 人 。 斌 证 ;在 这 种 情况 下 ,任意 的 
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1.11 


1.12 


1.13 


4 个 人 中 必 存 在 1 人 ,他 旱 就 见 过 其 余 的 nn 一 1 个人。 
图 G 如 图 所 示 : 
(1) 画 出 下 列 凡 个 子 图 : 
(a} G ~ {v1, v7, 04)} 
(b) 全 [ozyo3]; 
《c) 人 [es]; 
{d) 全 [eyezes]i 
{e) G ~ [esser, essey); 
(f) G 的 基础 简单 图 。 
(2) 上 面 的 6 个子 图 中 , 哪 几 个 子 图 是 正则 图 ? 
(3) 求 Gfvwi,vw vl U Glyz,v03,04] 和 GLvi, va] + 
G[v, vs]o 


习题 1.11 
若 笠 单 图 G 同 构 于 GC, 则 称 G 为 自 补 图 。 
(1) 证 明 自 补 图 的 阶 歼 户 = 4k 或 户 二 4k +1,k 为 某 个 自 
炮 数 。 
《2) 找 出 一 切 4 阶 和 5 阶 的 自 补 图 。 
设 避 二 《多 ,YY 了,E) 是 一 售 上 正则 二 分 图 (此 之 1), 则 必 有 
[xi= |Y|s 


1.14 诚 证 明 : 任 何 一 个 简单 图 G 都 有 一 个 生成 子 图 护 , 使 惠 为 
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.15 


二 分 图 ,并 且 对 任意 一 个 顶点 v 扎 V(G), 均 有 

dn{v) 守 do{v)/2 
平面 上 有 100 个 点 ,其 中 任意 3 个 点 不 共 线 。 证 明 : 可 以 迁 
当 添 加 2 500 条 连接 这 些 点 的 直线 段 , 而 不 形成 一 个 以 这 
100 个 点 中 某 些 点 为 顶点 的 三 角形 。 
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2 图 的 连通 性 


2.1 路 和 回路 


定义 2.1.1 图 G = (V, 巨 ) 的 一 个 点 边 交替 出 现 的 有 有限 序 
列 W = voeivierva 让 -1ett :这 里 w;(0 过 1 祈 ) 是 GG 的 顶 
点 ,et1l1 扩 i 所 上 有 ) 是 G 的 边 , 禄 足 6; 的 两 个 端点 就 是 w-l 和 mw 
{f 过 站 过 有 ), 则 称 WW 是 GG 的 一 条 从 vo 到 vw 的 途径 ,简称 为 (wo 一 
ve) 途径 ,vw (1 所 1 过 放 一 1) 称 为 WW 的 内 部 项 点; 称 为 途径 W 的 
长 度 ;zo 与 vi 称 为 多 的 起 点 与 终点 ,或 统称 为 W 的 端点 。 

例如 ,图 2.1 的 Wi = vieev2ezyvatnv4e2vV2P4Ua 是 一 条 (wl 一 
va) 途径 ,其 长 度 为 5。 


留 2.1 
注意 在 途径 的 定义 中 没有 要 求 一 条 途径 内 的 边 互 不 相同 。 如 
果 途 径 的 边 互 不 重复 ， 则 称 这 条 途径 为 下,W = 
viervae4vaesv222v4 是 图 2.1 所 示 的 图 G 的 一 条 (wi 一 v4) 迹 , 长 
度 为 4。 
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如 果 一 条 途径 中 的 顶点 也 互 不 相同 , 则 称 这 条 途径 为 路 。 明 显 
地 ,如 果 多 是 一 条 (mm - wu) 路 , 则 厂 也 是 一 条 (2zo - 内) 迹 和 (mn 
- zw 途径。 反之, 若 G 中 存在 一 条 (zn - vi) 途径 殉 , 则 在 G3 中 必 
然 也 存在 一 条 (wo 一 芭 ) 路 PP, 且 ECP)C EE(W)。 若 是 一 条 路 ， 
zx 和 y 是 PP 中 两 个 顶点 ,用 P(x,y) 表 示 沿 PP 从 zz 到 的 这 一 段 路 。 

当 我 们 所 讨论 的 图 是 简单 图 时 ,G 的 一 条 途径 W = 
wnetv1e2 V2 Dp-1ekvk 可 简写 为 W = voviv2… -1 史迹 与 路 也 
同样 可 以 这 样 简写 。 

对 于 图 如 中 两 个 给 定 的 顶点 & 和 %。 荐 GG 中 存在 (w - vv) 路， 
则 必定 存在 一 条 长 度 最 短 的 (4 - v} 路 Poo 称 Po 是 一 条 (ww 一 v) 
最 短路 , Po 的 长 度 称 为 项 点 w 与 v 的 距离 , 记 为 dctu,v)( 或 
d {u,v))。 邵 果 GG 中 不 存在 从 4 到 ww 的 路 , 则 令 dtu,v)=+%。 
定义 图 G 的 直径 diam(G) (简写 为 4(G)) 为 

dtG) = maxld(u,v) | u,v E VIG),u ol 

定义 2.1.2 如果 一 条 途径 的 起 点 与 终点 相同 , 就 称 这 条 途 
径 为 闭 途 径 。 

间 样 可 定义 闭 迹 。 我 们 通常 把 超 点 及 内 部 顶点 互相 相册 的 闭 
迹 称 为 回路 (或 图 )。 

例如 ,图 2.1 中 的 wiejvaervaesv2e6vi 是 上 5 的 一 个 回路 ,长 
度 为 46。viesvrervi 是 G 的 一 个 长 为 2 的 回路 。 

明显 地 ,在 简单 图 中 , 任 一 回路 的 长 度 至 少 是 3, 通 常用 C, 来 
表示 某 一 长 度 为 n 的 回路 。 

有 向 图 DD 的 有 向 途径 是 指 交 替 地 出 现 点 种 弧 的 一 个 有 限 非 空 
序列 : 玉 = voarviazv2z ar 对 于 i = 1,2,…, 丰 , 强 a 的 起 点 是 
-1 ,终点 是 vw, 简称 W 是 一 条 (wo - 汶 】 有 向 途径 。 和 图 的 途径 一 
样 ,在 严格 的 有 向 图 中 , 一 条 有 向 途径 常常 用 它 的 顶点 序列 
vnvl'… vi 来 表示 。 有 向 迹 、 有 向 路 和 有 向 回路 可 以 类 和 似 的 定义 ,也 可 
类 似 定义 有 向 图 中 两 顶点 4 与 wv 之 间 的 距离 dp{u,v)。 注 意 在 有 向 
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图 D 中 ,对 于 两 个 顶点 ,zi 一般 dp 人 ua) = dc 人 oa) 不 成 立 。 
定理 2.1.1 若 简 单 图 G 中 每 一 个 顶点 的 上 度 至 少 是 k(k 之 
2), 则 G 中 必然 全 有 一 个 长 度 至 少 是 & + 1 的 回路 。 
证 明 在 G 的 所 有 路 中 , 取 一 条 长 度 最 长 的 路 已, 记 
P= 21gTI V1d, 
介 un 各 Uy 的 所 有 邻 点 全 在 也 中 ,由 于 di (vo) 之 上 宇 2, 所 以 Ur 
于 少 有 上 个 邻 咎 ; 设 有 v0 人 < < 区 ， 
则 
C= A 
就 是 G 的 一 个 长 为 i + 1 的 回路 ,显然 六 +1 之 上 +1。 证 毕 。 
对 于 有 向 图 ,类 似 的 可 以 证 明 。 
定理 2.1.2 设 有 向 图 口 是 严 格 的 ,与 85 (DD) 之 上 或 7 (DD) 
六 Ck > 0), 则 DD 含有 长 度 至 少 为 六 + 1 的 有 向 回路 。 
定理 2.1.3 设 简 单 图 G 中 每 个 顶点 的 度 至少 是 3, 则 G 合 
有 长 为 偶数 的 回路 。 
证 有 明 设 忆 = vovi…%, 是 G 的 一 条 最 长 路 , 则 ro 的 所 有 邻 
点 全 在 内 , 设 wo 的 邻 点 为 mo 之 和 区 和 扩 全 苹 
) ,其 中 由 = dc(wvwo) 实 3, 在 局 中 取 三 个 回路 
Cl = Uo UL" Ui, Un 
C; = pt Vi vo 
《3 = YOU Ui tl" Wi U0 
它们 的 长 度 分 别 为 i2 + 176 1 和 二 iy+2。 这 三 个 数 中 至 少 有 
一 个 是 偶数 。 即 Cj ,Cs 和 Ci 中 至 少 有 一 个 是 长 为 偶数 的 回路 。 
证 毕 。 
为 了 方便 ,我 们 把 长 度 为 奇 ( 偶 ) 数 的 回路 称 为 奇 ( 偶 ) 回路 。 
则 我 们 可 根据 奇 回 路 的 存在 性 来 判别 给 定 的 图 是 否 为 二 分 图 。 
定理 2.1.4 ” 非 平 凡 图 G 是 二 分 图 当 且 仅 当 避 中 不 含有 长 为 
.35 。 


奇数 的 回路 。 

证 明 必要 人 性。 设 6 是 一 个 二 分 图 ,G 的 二 分 划 为 和 Y, 划 
G[X] 和 G[ YY] 为 空 图 。 设 

C = 0102pTV1 

是 G 中 长 度 为 & 的 一 个 回路 ,下 证 为 偶数 。 

不 妨 设 v, € ,由 于 vw 与 vj 相 邻 , 故 va EY 了; 同样 因 vw, E 
了, wa 与 wa 相 邹 ,有 wv 人 € 久 ,一 般 说 来 vj, vayvs 和 蕊 轩 ,D7 5D， 
26 三, 叉 央 为 wi EE 对 wiv 万 (OO), 世 以 vw 乓 了, 即 得 天 
为 偶数 。 

充分 性 .不 妨 设 G 中 每 一 对 点 之 间 有 路 连接 (否则 只 要 考虑 
G 的 每 个 每 一 对 点 之 间 有 路 连接 的 极 大 子 图 )。 任 取 G 的 一 个 项 
点 zx 由 避 的 假设 ,对 G 的 每 一 个 顶点 v, 在 避 中 存在 (nu - 2) 路 。 
现 利用 w 对 G 的 顶点 进行 分 类 。 置 : 

X= {viv EE VG),G 中 存在 一 条 长 为 偶数 的 (x - wv} 路 1 

Y= fvfwvE€E V(G),G 中 存在 一 条 长 为 麻 数 的 (x 一 v) 路 } 

显然 x E 不。 由 于 图 G 中 不 存在 长 度 为 奇数 的 回路 ,所 以 对 
任 一 个 点 v,G 中 所 有 从 < 到 ww 的 路 的 长 度 都 有 相同 的 奇偶 性 , 因 
而 多 介 Y= 信 。 由 GG 的 假设 ,XU Y= Y(G)。 现 对 G 的 每 一 条 
边 e* = iuz; 若 41、ws 都 在 XX 上 , 则 存在 两 条 路 P| 与 P 分 别 连 
接 丸 与 wi 和 与 x2, 和 朋 PP、 的 长 度 均 为 偶数 , 闭 途 径 P) U PP; 
U lei 的 长 度 为 奇数 , 则 不 难看 出 护 中 有 一 条 长 为 奇数 的 回路 ,了 予 
盾 。 同 样 wi 与 wz 不 能 同时 含 在 工 中 。 故 。 的 两 个 端点 分 别 在 X 和 
Y 中 。 因 此 G 是 二 分 图 。 证 毕 。 

从 这 定理 2.1.4 可 得 图 2.2 所 示 的 图 不 是 二 分 图 ,因为 它 包 
含 一 个 长 为 3 的 回路 C = vowswvev4o 图 2.3 所 示 的 终 是 一 个 二 分 
图 , 它 不 会 长 为 奇数 的 回路 。 
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图 2.2 图 2.3 

下 面 我 们 利用 路 的 概念 来 泛 虑 著名 的 “过 河 问 题 ”。 

例 1 一 个 摆渡 人 ,要 把 一 条 狼 、 一 只 羊 和 一 捆 草 运 到 河东 
去 ,由 于 船 太 小 , 除 摆 滤 人 之 外 ,一 次 只 能 运 一 个 “乘客 "。 很 明显 ， 
摆渡 人 不 能 让 狼 与 羊 单独 留 在 岸 边 , 也 不 能 让 羊 和 草 单 独 贸 在 岸 
边 。 问 摆渡 人 怎样 才能 把 它们 运 到 河东 去 ? 

解 ” 用 下 代表 扣 渡 人 , W 表示 狼 ,S 表示 羊 , 召 囊 示 于 草 。 于 
是 , 想 据 题 意 ,集合 1F,S,W, 瑟 | 中 ,允许 留 在 原 岸 边 的 子 集 是 
fF,S,W,HI, {F,S, WI, IF,S,H:, {F,W,H!, PS， 
IW 日 1 ,1S1 ,TW 和 和 1 ,4 ,我 们 现在 可 以 构 造 一 个 以 这 些 子 
集 为 顶点 ,摆渡 前 在 原 岸 边 的 子 集 与 经 过 一 次 摆 流 后 仍 在 原 岸 边 
的 子 集 所 对 应 的 两 个 项 点 连 上 -条 边 ,得 图 G( 见 图 2.4 所 示 )。 


I S.A 
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问题 的 解 就 是 要 我 们 找 出 图 G 中 一 条 从 顶点 xz = 
1F,W,S, 昌 | 到 顶点 y = 信 的 路 ,从 G 中 不 难得 出 从 xz 到? 的 一 
条 路 : 

{F,W,S,HI -iW,H} - iF,W,HI -iWw} -1F,S,WI 
-1S| -ES ~ 2。 

按照 这 条 路 ,可 以 安排 渡河 ;首先 摆渡 人 人 带 羊 过 河 , 留 下 狼 和 干 
草 , 然 后 人 再 回来 , 带 着 干草 过 河 , 把 干草 放 在 河东 而 把 羊 带 回来 ， 
然后 把 羊 放 下 ,而 把 狠 带 过 河 去 。 最 后 ,人 下 回来 把 羊 带 过 河 去 。 

图 中 还 有 另外 一 条 从 zx 到 y 的 路 ,按照 这 条 路 ,可 以 给 出 另 
一 种 渡河 方案 ,外 给 读者 自己 考虑 。 

例 2 在 xn 的 棋盘 上 , 填 上 1 ~ :的 所 有 自然 数 ,证 明 总 能 
找到 相 邻 的 两 个 方 格 ( 具 有 公共 边 的 两 个 方 格 称 为 是 相信 的) ,里面 所 


填 的 两 数 之 差 不 小 于 | 表示 不 小 于 = 的 最 小 于 数 )。 
证 明 ”把 每 个 方 格 作为 顶点 (2 个 ) 并 标 上 该 方 格 所 填 的 
数 , 相 邻 的 方 格 对 应 相 邻 的 顶点 ,所 得 图 记 为 G。 则 只 要 证 明 该 图 


G 中 存在 一 条 边 < ,而 e 的 两 个 端点 的 标号 数 之 差 绝对 值 不 小 于 
二 十 工 


9 


容易 算得 此 图 G 的 直径 为 
d(GY = {no-1)+(xr- -1)= 2(n-1) 
即 G 中 任意 两 个 顶点 之 闻 有 一 条 长 度 不 超过 2n - 2 的 路 连接 它们 。 
如 果 G 中 任意 一 条 边 的 两 端点 标号 数 之 差 绝 对 值 小 于 


3, 由 6 的 任意 两 点 的 标号 数 之 差 的 绝对 值 不 超过 
wo ol 


<20a -D+ 1]= n2 1 


但 G 中 必 有 一 个 顶点 的 标号 数 为 x, 一 个 顶点 的 标号 数 是 1。 这 两 
a 38 . 


个 顶点 的 标号 数 之 差 绝 对 值 是 n? - 1, 与 上 了 矛盾。 
所 以 G 中 至 少 有 一 条 边 eu 的 两 个 端点 标号 数 之 差 的 绝对 值 


不 小 于 | 于 地] 。 这 条 边 co 的 两 个 顶点 所 对 应 相 邻 的 两 个 方 格 里 


所 填 的 两 个 数 之 差 不 小 于 |< | 。 
下 面 我 们 讨论 如 何 走 迷宫 (从 迷 定 外面 到 达 中 心 ,或 迷宫 中 的 
任何 地 方 )。 图 2.5 是 奥 伦 治 的 威廉 王 的 迷宫 平面 图 ( 建 于 1690 


年 ,至 今 还 屹立 着 )。 


图 2.5 

一 座 迷 官 是 带 一 些 死角 与 岔口 的 回廊 。 如 果 把 死胡同 的 底 端 
及 分 岔 点 作为 图 的 顶点 ,而 把 每 一 段 回廊 本 身 作 为 图 的 边 ,就 得 到 
G( 如 图 2.6 所 示 )。 则 要 想到 达 迷 宣 的 任何 地 方 ,就 只 变 在 图 G 
中 找 出 一 条 从 zx 到 这 一 点 的 路 。 在 迷 家 中 沿 这 条 路 所 对 应 的 回 谭 
与 岔口 就 可 以 达 目 的 地 。 如 果 还 要 求 找 一 条 从 进口 x+ 到 中 心 y 的 
最 佳 行走 方案 ,就 要 求 在 图 G 中 找 一 条 从 工 到 y 的 最 短路 。 

下 面 利用 有 向 路 的 概念 来 证 明 一 个 数列 问题 。 

例 3 ”任意 给 定 (n +1)? 项 的 递增 的 自然 数列 。 则 下 面 的 结论 
中 必 有 一 条 是 成 立 的 。 

(1) 存在 nn + 3 项 的 子 列 , 使 任 一 项 能 整除 此 子 列 中 它 后 面 的 
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每 一 项 ; 

(2) 存在 * + 1 项 的 子 列 ,使 此 子 列 中 任 一 项 不 能 整除 它 后 面 
的 任何 一 项 。 

证 明 ” 设 这 (mn + 1)? 项 递增 的 自然 数列 为 ma uto>o 作 
一 有 向 图 吃 = 《V,A), 其 路 =v1;w2 200644)*1 ,车 v; 整除 vw， 
就 在 口中 引 一 条 从 vw; 到 vw 的 强 (vwi,w)(i 闫 j)。 明 显 地 ,这 样 构造 
的 有 向 图 无 有 向 回路 ,而 且 具 有 结论 (1) 的 子 列 对 应 口 中 一 条 长 
为 x + 2 的 有 向 路 ;具有 结论 (2) 的 子 列 对 应 D 中 的 + 1 个 互 不 
相 邻 的 顶点 。 

对 每 一 个 顶点 ,考虑 以 v; 为 起 点 的 所 有 有 向 路 , 记 其 中 最 
长 的 一 条 有 向 路 的 长 为 1(w;)。 如 果 有 某 个 i(vw;) 之 n +2, 则 结论 
成 立 。 如 对 一 切 vw,i(w) 筷 n+1, 记 满足 1(w) = j(0 志 7j 坊 n+ 
1) 的 顶点 wv; 的 个 数 为 a(7)。 则 

a{0) + a(l)+ -+aln+1)= |V(G)|= G+ 1 
n{n+2)+1 


因为 


zf 十 2 二 1 _ ”1 
天 十 2 一 于 > 


所 以 必 有 一 个 jo0 所 0n+1, 使 4atjo) 之 n+1。 即 在 DD 中 至 
， 40。 


少 存在 n +1 个 顶点 0 人) = jo8 =1,2,.", 
nx 二 1s 由 假设 ,DD 中 以 vw 为 起 点 的 最 长 有 向 路 的 长 为 fo, 现 可 断定 
这 nn +1 个 顶点 芯 不 相 邻 ,否则 ,如 有 (vw ,v3)E AD) ,0 委 下 天 
i n+ 1), 邮 

tw ) 之 (ww) +1=jo+l1 
矛盾 。 所 以 vv 互 不 相 邻 ,因此 结论 (2) 成 立 。 


2.2 连通 图 


定义 2.2.1 如 果 对 图 C = (V,E) 的 任何 两 个 顶点 与 v,G 
中 存在 一 条 (uw 一 v) 路 , 则 称 G 是 连通 图 ,否则 称 为 是 非 连 通 图 。 

例如 ,了 图 2.7 所 示 的 G1 与 G; 是 连通 的 ,而 Gs 是非 连通 图 , 因 
为 在 G3 中 不 存在 (x - y) 路 ,在 2.1 节 中 的 威廉 王 迷 官 所 对 应 的 
侈 ( 见 图 2.6 所 示 ) 是 一 个 连通 图 ,所 以 从 迷 官 的 任何 地 方 可 以 浴 
回 亡 到 达 其 他 任何 地 方 。 


图 2.7 
仅 有 一 个 顶点 组 成 的 图 也 看 成 是 连通 图 。 显 然 当 G 仅 是 一 条 
路 或 一 个 回路 时 ,G 是 连通 的 ,从 连通 的 定义 可 知 , 至 少 有 两 个 顶 
点 的 连通 图 不 会 孤立 顶点 。 
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对 于 每 一 个 非 连通 图 G ,我们 可 以 把 G 分 成 几 个 子 图 G1， 
G2,… :G4 ,使 得 每 个 Ci 是 连通 的 ,但 不 是 殷 的 任何 连通 子 图 的 真 
子 图 (i = 1,2,…,&)。 非 连通 图 G 的 这 些 子 图 称 为 是 G 的 连通 分 
支 。G 的 连通 分 支 个 数 记 为 w(G)。 例 如 ,图 2.7 中 的 G4 有 两 个 连 
通 分 支 G4 与 Ga( 见 图 2.8 所 示 ), 即 w(G) = 2。 


图 2.8 

连通 图 可 志 看 成 是 只 有 一 个 连通 分 支 的 图 , 即 对 连通 图 G， 
有 ww(G)= 1。 

就 直观 而 言 ,一 个 连通 图 要 有 和 较 多 的 边 连接 其 中 的 顶点 。 那 么 
一 个 户 阶 连通 图 至 少 要 有 几 条 边 ? 下 面 我 们 就 讨论 这 个 问题 。 

设 Vi 和 VV; 是 V(G) 的 两 个 不 相交 的 子 集 , 记 

[VV2] = fe 1e € E(G),e 的 两 个 端点 分 别 在 Vi 和 V， 
中 | , 则 不 难看 出 下 面 的 结论 成 立 。 

引 理 2.2.1 非 平 凡 图 G 是 连通 图 当 和 且 仅 当 对 V(G) 的 每 一 
个 非 空 真子 集 S,[S$,5j 关 人 才 (5S = 了 -3S)。 

定理 2.2.2 设 台 是 户 阶 和 连通 图 , 则 9(G) 之 户 - To 

证 明 ”显然 只 需 考 虑 连通 的 简单 图 即 可 ,否则 只 需 考 虑 G 的 
基础 简单 图 。 

设 wiE V{G), 若 GG 至 少 有 两 个 顶点 , 则 令 V = iu] ,由 引 
理 2.2.1, 知 :[ Vi Vi] 关 个, 令 oETV，V ,不 妨 设 of = 
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zlzas 取 Vs = |v1,v21, 若 V, 是 V(G) 的 真子 集 , 则 存在 ez € 
EV2，V2], 记 v3 为 ez 在 VW 中 的 一 个 端点 。 再 取 V，= 
[viyv2,v4| ,车 Va = V(G), 结 论 已 成 立 , 否 则 与 上 一 样 可 取 到 
一 条 边 ey E [Vi,V3] ,继续 这 -一 过 程 , 便 可 找 出 G 中 的 户 - 工 条 


边 。 即 证 明了 ICG) 之 户 - 1。 证 毕 。 
下 面 讨论 连通 图 与 顶点 度 之 间 的 若 于 关系 。 我 们 把 度 为 1 的 
顶点 称 为 悬挂 点 。 


定理 2.2.3 ” 设 连通 图 G 至 少 有 两 个 顶点 ,其 边 数 小 于 顶点 
数 , 则 此 图 至 少 有 一 个 悬挂 点 。 
证 明 ” 设 G 是 满足 定理 条 件 的 一 个 p 阶 图 ,显然 G 不 含 孤立 
项 点。 车 G 没有 悬挂 点 , 则 对 每 一 个 顶点 u ,delu) 之 2, 于 是 有 
29(G) = et) 宕 2p 


这 与 ga(G) < 户 相 矛盾 。 故 G 中 至 少 有 一 个 悬挂 点 。 证 毕 。 

其 实 定理 2.2.2 也 可 以 用 定理 2.2.3 对 户 (G) 进 行 归纳 证 明 ， 
证 明 留 作 习 题 。 

定理 2.2.4 ” 设 简单 图 G 的 顶点 序列 为 ul zz,，…,ap，* 度 数 
依次 是 2) 委 da 委 … 委 du) 如 果 对 任意 的 了 委 户 一 
AtG) -1 有 xfa) 之 六 则 G 是 连通 图。 

证 明 反 证 法 : 设 G 非 连通 , 令 Gil 是 台中 不 含 xp 的 一 个 连 
通 分 支 ,p(G1) = 上 ,而 G2 是 G 中 舍 uj 的 连通 分 支 , 则 Gs 至 少 有 
dwp) + 1 = A(G)+ 1 个 顶点 ,并 且 

BC + pl(G2)Ep 
k= p(GN)Ep- plG) Ep -AG)-I 
则 由 假设 ,dd(u) 之 上 车 记 
VGD) = fii ti) i ei 
则 -dw ) 之 dlui) 之 上 ,因而 
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p(G1) > d{ui) +1 污 k+l1 
与 p(G1) = 上 相 矛 盾 , 所 以 G 是 连通 的 。 证 毕 。 

由 此 定理 即 可 得 以 下 推论 。 

推论 2.2.5 设 G 是 p 阶 简单 图 ,每 个 顶点 的 度 至 少 是 | 参 |， 
” 则 G 是 连通 禾 ([xz] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 )。 

定理 2.2.6 设 G 是 一 个 连通 的 简单 图 ,车 G 不 是 完全 图 ， 
则 如 中 存在 三 个 顶点 ww,v 和 ww, 使 wv ,vw EE E(G), 但 ww 七 
E(G)。 

证 明 ”由 定理 的 条 件 可 知 p(G) 之 3 且 G 中 至 少 有 两 个 不 - 
相 邻 的 顶点 , 设 为 x 和 x 。 因 台 是 连通 的 ,所 以 存在 (2 - z) 路. 设 
局 基 w 和 zz 之 间 的 一 条 最 短路 ,车 长 为 2, 则 令 ww = zz 为 呈 中 的 
内 部 顶点 ,u,v 和 ma 就 是 所 要 求 的 三 个 顶点 ,否则 , 记 

P= wuiuWa'''Tt 
因 户 是 (w - zx) 最 短路 , 故 x 和 ws 不 相 邻 , 令 w = 1,w = 42, 则 
,2 简 w 即 为 所 求 的 三 个 顶点 。 证 毕 。 

例 1 用 一 些 区 面 覆 盖 平 面 上 取 定 的 2 个 点 。 试 证 :车 每 个 
圆 面 至 少 覆 盖 n +1 个 点 , 则 任 两 个 点 能 由 平面 上 的 一 条 折线 所 连 
接 , 而 这 条 折线 整个 地 被 菜 些 圆 面 所 覆盖 。 

证 明 ”和 构造 图 GG = (V,E) 如 下 :V 就 取 平 面 上 给 定 的 2x 个 
点 ,两 个 不 同 的 项 点 如 果 含 在 同一 个 圆 面 上 ,就 在 这 两 个 顶点 之 间 
连 上 一 条 边 { 边 也 含 在 这 个 圆 面 上 )。 所 得 图 G 是 一 个 简单 图 ,而 
且 每 个 顶点 的 度 至 少 是 nr, 即 

a(0) 之 n= | 党 | 
由 推论 2.2.5,G 是 连通 图 ,所 以 台中 任 丙 点 之 间 有 一 条 路 连接 。 
由 的 构造 ,这 条 路 被 若干 个 贺 面 所 枝 盖 。 

我 们 也 可 以 通过 图 的 邻接 和 矩阵 来 判别 图 的 连通 性 ,首先 给 出 

以 下 定理 。 
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定理 2.2.7 设 M(G) 是 G 的 邻接 给 阵 , 则 G 中 连接 到 zt 
长 度 为 ! 的 途径 数目 等 于 MG) = (a 内) ,x 中 位 于 第 i 行 .第 j 
列 处 的 元 素 值 a 人 i?。 . 

证 明 “对 7 进行 人 归纳 。 当 1! = 1 时 ,结论 是 成 立 的 。 设 对 / = 
+ 时 ,定理 的 结论 亦 成 立 。 由 MUG) = M(G) ,MM"(G), 得 


a = Daal 
由 于 ax 是 连接 与 内 长 为 1 的 途径 的 数目 ,而 由 归纳 假设 ,a 他 ) 
是 连接 vi 到 wj 长 为 r 的 途径 的 数目 ,所 以 aaa 和 好 表示 从 六 经 过 一 
条 边 到 v ,再 经 过 一 条 长 为 + 的 途径 到 达 z 的 途径 数目 ,这 些 途 
径 数 目的 总 长 度 为 r + 1, 对 所 有 点 求 和 , 即 得 a' 中 就 是 所 有 连接 
wi 上 与 v 长 为 r + 1 的 途径 的 数目 ,外 归纳 原理 ,定理 得 证 。 证 毕 。 
推论 2.2.8 若 G 是 简单 图 , 则 对 每 一 个 顶点 v,i = 1,2， 


…,p, 有 
de(v:) = a 
证 明 G 中 与 顶点 关联 的 边 数 等 于 从 到 wi 长 为 2 的 
途 轻 数 昌 , 故 由 定理 2,2.7 知 结 论 成 立 。 证 毕 。 


给 定 图 G 的 邻接 矩阵 要 (GG), 作 一 个 p 阶 方 阵 : 
R(G) = M(O) + MIG) tt MP (GY = (ny) px 
R(G) 称 汶 G 的 可 达 和 矩阵 从 定理 2.2.7 容易 看 出 rij 就 是 G 中 连 
接 vw; 到 zw 长度 不 超过 p - 1 的 途径 的 数目 ,因而 可 以 利用 R(G) 来 
判断 一 个 狠 的 连通 性 。 
定理 2.2.9 ” 阶 至 少 为 3 的 图 G 是 连通 的 充分 必要 条 件 为 
R(G) 中 的 每 个 元 素 都 不 等 于 零 。 
证 明 ” 设 G 是 连通 图 , 则 G 中 任意 两 个 不 向 的 顶点 vw; 与 
之 间 有 一 条 路 连接 。 著 记 这 条 路 的 长 度 为 ,显然 ! 亏 p 一 16 则 r; 
之 a 名 这 1, 而 对 于 任意 的 i(1 入 i 所 记 ), 因 G 连 道 , 征 p(G) 六 
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3, 由 推论 2.2.8 得 
ri 之 alD = do(vw)>0 
所 以 R(G) 没有 零 元 素 。 
充分 性 的 证 明 ” 设 色 与 vw 是 避 中 的 任意 两 个 不 同 的 顶点 。 因 为 


ri = as ta +t "+ aip-D0 
存在 1 声 / 坟 pp-1,a 外 天 0ta9Y = a5), 则 在 G 中 有 一 条 长 为 
的 放生 连接 与 wv ,因而 从 vw 与 有 一 条 路 。 这 就 证 明了 G 是 
连通 图 。 证 毕 。 


对 于 无 向 图 , 它 只 能 是 连通 或 不 连通 之 分 。 而 对 于 有 向 图 , 则 
有 各 种 不 同 的 连通 性 ,下面 我 们 给 出 有 向 图 中 各 种 连通 的 概念 。 

定义 2.2.2 设 w 和 和 w 是 有 向 图 DD 的 两 个 顶点 , 若 有 一 条 从 
到 vw 的 有 向 路 , 则 称 v 是 从 nu 可 达 的 ,或 称 上 可 达 u。 

(1) 如 果 有 向 图 D 的 任何 两 个 顶点 都 互相 可 达 , 则 称 刀 是 强 
连通 的 ; 

(2) 如 果 有 向 图 DD 的 任何 两 个 项 点 至 少 由 一 个 顶点 到 另 一 
顶点 可 达 , 则 称 D 是 单 向 连通 的 ; 

(3) 车 口 的 基础 图 Gp 是 连通 的 , 则 称 D 为 勒 连通 的 ,简称 DD 
是 连通 贸 。 

显然 ,每 一 个 强 连通 图 是 单 向 连通 的 ,而 每 一 个 单 向 连通 图 是 
弱 连 通 的 。 

例如 ,图 2.9 中 ,(a) 是 强 连 通 图 ;(b) 是 单 向 连通 图; (c) 是 弱 
连通 图 。 

定理 2.2.10 ” 设 DD 是 连通 的 有 向 图 , 则 D 是 强 连 通 的 当 且 
仅 当 DD 的 每 一 条 弧 都 舍 在 某 一 有 向 回路 中 。 

证 有 明 ” 设 有 向 四 是 强 连 通 的 ,a = (u,v) 是 DD 中 的 任意 
一 条 弧 。 则 呈 中 存在 一 条 从 v 到 w 的 有 向 牙 P, 于 是 PU 
{tu,v}! 是 一 条 人 洁 a = (&,v) 的 有 向 回路 。 

反之 ,车 刀 中 的 每 -- 条 红 均 在 某 一 个 有 向 回路 中 。 令 u,v 是 
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D 中 任意 两 个 顶点 ,我们 可 以 在 DD 中 构造 一 条 从 # 到 v 及 从 Y 到 J 
的 有 向 路 Pi 及 Ps。 

当 (w,v) E€ A(D) 时 , 取 也 为 {u,vw), 即 为 从 到 %w 的 有 问 
路 ; 因 万 中 有 一 个 有 向 回路 C 售 弧 (u,v), 则 取 PP 为 C (u,v)， 
即 为 从 到 的 有 向 路 。 

当 = 与 在 口中 不 相 邻 时 ,由 于 万 是 连通 的 ,Gn 中 存在 一 条 
从 妈 到 的 路 QQ, 记 

= ul He Uk 

这 里 ww = 4 yu = vo 按照 @ 的 硕 点 标号 顺序 有 (wi ,441) E A(DD) 或 
(nt) EE A(CD)CG = 01… -1 我 们 把 Q 中 这 样 的 弧 (a;， 
xi11) E ACD) 称 为 驴 的 顺 向 驱 , 否 则 称 为 Q 的 逆向 弧 。 

对 Q 中 的 每 一 条 道 向 弧 Cw41,4;),DD 中 存在 一 个 会 骂 tu,1， 
i) 的 有 向 回路 忆 , 则 CC -Cwy1,wi) 是 总 中 一 条 从 wu; 到 wit1 的 有 
向 路 Pluis uirt)o 

现 将 Q@ 中 的 每 一 条 逆向 强 (w;1;,a;) 都 用 相应 的 有 向 路 
Pta;, wri) 都 用 相应 的 有 向 路 P(wj, at 去 替换 ,可 得 到 一 条 从 
un = w 到 ww = v 的 有 向 途径 P' ,利用 这 条 有 向 途径 便 可 得 到 一 
条 从 2 到 wv 的 有 向 路 PP。 

辣 样 可 得 口中 一 条 从 到 zz 的 有 向 路 P,, 所 以 也 是 强 连通 的 。 

证 毕 。 
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2.3 和 连通 度 


上 一 节 我 们 引进 了 图 的 连通 概念 ,利用 图 的 连通 性 ,可 以 把 图 
分 成 两 类 ;一 类 是 非 连通 图 , 另 一 类 是 连通 图 。 然 而 ,在 所 有 的 连通 
图 中 ,它们 的 “连通 程度 ”是 很 不 相同 的 。 考 察 图 2.10 所 示 的 四 个 


从 
候 仿 


图 2.16 


在 这 四 个 图 中 ,G 是 最 “脆弱 ”的 连通 图 ,于 去 任何 一 条 边 或 
任何 一 个 非 基 挂 点 都 会 使 它 成 为 不 连通 图 ;Gs 中 昌 然 删 去 任何 一 
条 边 后 所 得 图 仍 连 通 , 但 存在 一 个 项 点 u ,使 去 掉 w 后 所 得 图 不 连 
通 :G3 中 , 丢 去 任何 一 条 边 或 一 个 顶点 都 不 能 使 它 成 为 非 连 通 图 ; 
而 G4 则 是 连通 程度 最 高 的 一 个 图 。 

下 面 我 们 引进 描述 图 的 连通 程度 强 弱 的 两 个 参数 :点 ( 边 ) 连 
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通 度 。 图 的 连通 度 不 羽 是 图 论 中 的 重要 概念 之 一 ,图 的 许多 性 质 各 
图 的 连通 性 有 着 密切 的 关系 ,在 构造 可 上 车 性 较 高 的 通讯 网 络 中 也 
起 着 重要 作用 。 

定义 2.3.1 设 连通 图 G = (V,E) 不 是 完全 图 ,Yi 是 
V(G) 的 一 个 非 空 真子 集 , 若 G - Vi 非 连通 , 则 称 Vi 是 G 的 顶 
点 割 。 若 项 点 割 Vi 含有 上 个 顶点 ,也 称 Vi 是 G 的 上 项 点 割 。 

例如 图 2.10 中 .1zxj41 是 Ga 的 一 个 顶点 害 ;1v1,v2,vsl 是 G3 
的 一 个 顶点 割 ,但 | mw vs| 不 是 G; 的 顶点 割 。 

定义 2.3.2 图 G 是 户 阶 连通 图 , 令 

wo) - | 上 | Vi 是 G 的 顶点 逢 | 车 GK 
pl 车 G 守 KK， 
称 %G) 为 G 的 连通 度 。 若 Vj; 是 GG 的 一 个 %X(G) 顶 点 割 , 则 称 Vi 
是 G 的 一 个 最 小 顶点 割 。 

从 定义 可 知 ,一 个 连通 图 的 连通 度 就 是 使 这 个 图 威 为 非 连通 
图 所 需要 去 掉 的 最 少 点 数 。 

例如 ,图 2.10 中 (G1) = 114(G2) = 4,4(G3) = 2,4(G4) = 4。 

如 果 图 G 非 连通 ,规定 4(G) = 0。 

因此 ,X(tG) = 0 的 图 或 是 平凡 图 ,或 是 非 连通 图 如果 %(G) 
= 上 >0, 则 G 一定 是 连通 的 .这 时 要 么 怠 是 阶 为 E+1l 的 完全 图 ; 
要 么 是 生 的 阶 不 小 于 下 +2,G 中 有 大 个 顶点 所 构成 的 顶点 斜 , 但 不 
存在 由 上 一 1 个 顶点 物 成 的 顶点 割 ,也 即 在 G 中 任意 去 掉 点 数 不 
超过 二 一 1 的 点 子 集 后 所 得 图 仍 连通 。 

定义 2.3.3 称 G 是 k 连通 的 ,如 果 0 之 和 (GG)。 

1 连通 图 即 为 一 切 非 平凡 连通 图 。 当 图 G 为 连通 时 ,要 么 
P(tG) = +1, 且 GG 守 K, ,1; 要 么 p{G) 之 +2 且 G 中 不 存在 
由 上 -~ 1 个 顶点 构成 的 顶点 割 , 因 此 有 以 下 结论 : 

定理 2.3.1 图 G 蚌 连 道 的 当 且 仅 当 p(G) 六 六 + 二 并 且 对 
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V(G) 的 任意 一 个 点 数 不 超过 - 1 的 点 子 集 ,G - V 仍 是 连通 的 。 

类 似 地 可 以 定义 边 连通 度 ,首先 定义 边 割 。 

定义 2.3.4 EI 是 连通 图 如 揭 边 子 集 , 若 G - El 非 连通 , 则 称 
Ei 是 G 的 边 割 ,车 边 割 E 有 上 条 边 , 则 称 Ei 是 G 的 一 个 天边 割 。 

定义 2.3.5 连通 图 G 的 边 连 通 度 4(G) 定义 为 

HG) ee ei 车 G 闫 Ki 

0 车 GG 之 Ki 
车 Ei 是 G 的 一 个 14(G) 边 荐 , 则 称 玉 | 是 G 的 一 个 最 小 边 填 。 

从 定义 可 知 , 一 个 非 平 凡 连 通 图 的 边 连 通 度 就 是 使 这 个 图 成 
为 非 连通 图 所 需 去 掉 的 最 少 边 数 。 

如 果 G 是 非 连通 图 ,规定 MtG) = 0。 

因此 ,ttG) = 0 的 图 要 人 么 是 平凡 图 ,要 么 是 非 连 通 图 ,A(G) 
= 上 的 图 是 指 这 样 的 连通 图 ,其 中 丛 有 训 条 边 组 成 的 边 割 ,但 任何 
& - 工 条 边 都 不 能 构成 一 个 边 割 ,也 即 , 在 G 中 任意 去 掉 一 个 边 数 
不 超过 有 - 1 的 边 子 集 后 所 得 图 仍 是 连通 图 。 

定义 2.3.6 称 避 是 K& 边 连通 图 ,如 果 0 < 有 委 人 MG)。 

从 定义 可 见 ,1 边 连通 图 即 为 一 切 非 平凡 的 连通 图 显然 上 边 
连通 图 (上 实 2) 蚌 指 这 样 的 图 ;不 存在 由 一 1 条 边 构 成 的 边 割 , 因 
而 有 : 

定理 2.3.2 G 是 & 边 连通 图 当 且 仅 当 对 E(G) 的 任意 一 
个 子 集 Ei, 著 |El | 所 -1, 则 G -El 仍 是 连通 图 。 

由 定义 立即 可 以 看 出 ,如 果 以 P,_1 和 C 分 别 表示 长 为 p -1 
的 路 和 长 为 p 的 回路 , 则 (Py.1) = APo-I) = 1o%(C,) = 
A(C,) = 2, 并 且 (Ks) = A(Ks) = p-1 

以 下 讨论 点 . 边 连通 度 的 几 个 简单 性 质 : 

定理 2.3.3 ”对 简单 图 G = (V,E),p = p(G), 以 下 几 条 结 
论 成 立 : 
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(1) (GG) OG) AG) EO(G), 
(2) 4A{G) 所 p - 1, 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 衬 Ky; 
(3) 4(G) 坊 p 一 1, 等 续 成 立 当 且 仅 当 GG 衬 K,; 
(4) 对 GG 的 任意 一 个 顶点 ,A(G) 一 1 志 (G -uu); 
(5) 对 G 的 任意 一 条 边 e,AtG) 一 1 所 A(G -ee) 志 A(G)。 
证 明 车 G 是 p 阶 的 完全 图 , 则 
AG) = A0G)= 6(G)= p-1 
若 G 不 是 完全 图 , 则 6G) < 之 力 ~1o 设 ww EV(G), 使 di(u) = 
8(0), 则 NCw) 与 [fa|,V 一 fu1] 分 别 构成 G 的 一 个 顶点 制 和 
边 割 , 故 
HG) SEINGa)|= SG) 
AG) SE Ia,V -lull|= SG)》 
这 就 证 明了 {1),{2) 和 (3) 的 不 等 式 ,(2) 中 等 号 自然 成 立 , 对 于 (3)， 
车 GG = K,, 令 EE 为 Ks 的 最 小 边 制 , 即 4(G) = |Eo|。 则 G- FEo 
有 且 只 有 两 个 连通 分 支 , 设 G1,Gs, 由 于 GG = KK, 为 完全 图 , 故 
[FEo| = |[YCGD) ,VG2)]| 守 pp-1, 即 4(G) 守 pp 一 1 所 以 ,A(G) 
=p-1。 
(4) 在 G 中 任 取 一 个 顶点 4, 荐 G -~ & 非 连通 , 则 (4) 已 成 立 ， 
否则 设 Vo 是 G - x 的 一 个 最 小 顶点 割 , 则 由 
{(G-a)- Vo=G-(VoU ful) 
非 连通 可 知 , Vo U ful 是 G 的 一 个 顶点 者 。 故 
AAG)I EIVoU fall= 4tG —- un) +1 
(5) 对 G 的 任意 一 条 边 e ,A(G 一 e) 志 4(G) 显然 成 立 。 与 (4) 
类 似 可 证 得 
AG) -1 A(G - e) 证 毕 。 
值得 注意 的 是 ,不 等 式 %X(G - w) 之 六 G) 并 非 对 一 切 图 成 
立 , 例 如 ,对 图 2.11 中 的 图 G,#(G) = 1, 但 4(G 到) = 4。 
在 图 的 连通 度 . 边 连通 度 和 最 小 度 之 问 存在 一 个 简单 的 关系 式 ; 
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定理 2.3.4 对 任何 简单 图 G ,都 有 
HG EAG) ES(G) 

证 明 ”由 定理 2.3.3 知 ,4(G) 所 
8(G)。 下 面 我 们 证 有 明 %X(G) 坊 A(G)。 

如 果 GG 是 非 连通 图 或 是 平凡 图 , 则 
ACG) = 4(G) = 080G) 魏 AG) 成 
立 著 如 是 p 阶 完全 图 , 则 .并 G) = 图 2.11 
AtG) = pp -1,2(G) 坟 A( 如 ) 也 成 立 。 

故 下 面 我 们 只 需要 考虑 G 是 连通 而 非 完 全 图 。 

设 BE = fieroezyei0o 是 避 的 一 个 最 小 边 割 , 则 所 一 上 EE 
恰好 有 两 个 连通 分 支 , 记 为 Gl 和 G2{ 见 习题 2.20), 并 和 且 G1 与 Gs 
中 分 别 存 在 一 个 顶点 zxE V(GN0) 和 wvE V(G,), 使 wv EE(G)， 
否则 , 记 p{G1) = pi,p(G2) = p;=p-p, 有 

A(G) = |El> pi(p- pp-1 
由 定理 2.3.3 知 ,G 实 K,, 与 假设 矛盾 。 

现 取 G 的 一 个 点 子 集 : 

Vi = {wu;1 wi 是 不 同 于 wu 和 ww 且 与 ,关联 的 一 个 项 点 ,z = 1， 
2,.",A(G)! 

则 


[Vils |E|= 4(6) 
并 且 在 G 一 WY 中 不 存在 (wu 一 vv) 路 ,所 以 Vj 是 如 的 一 个 顶点 制 ， 
故 
XG) EE [Vi AG) 证 毕 。 
由 这 个 定理 可 知 ,每 一 个 & 连通 图 也 必然 是 边 连通 图 。 
定理 2.3.4 中 的 不 等 式 常常 是 严格 成 立 的 。 例 如 ,图 2.12 中 
的 G, 有 X(tG) = 2,4(G) = 3 和 和 85(G) = 4。 
下 面 我 们 讨论 使 A(G) = 85(G}) 成 立 的 充分 条 件 。 
定理 2.,3.5 设 G 是 p 阶 连通 的 简单 图 , 若 对 于 的 任意 四 
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图 2.12 


个 顶点 4,v,x 和 yy, 由 [u,vw|,{z,yj]= 地 就 有 
d(u)yt atw) + a(r)+ d(y) 完 2p-3 (4) 
则 X40G) = $8(6G)。 
证 明 ”有 反 证 法 : 设 4(G) < 8(G)。 令 EFE, 是 GG 的 一 个 最 小 边 
割 ,G 一 Ei 恰 有 两 个 连通 分 支 Ci 和 G;, 点 数 分 别 记 为 pl 和 p,， 
不 妨 设 pi 志 思 , 则 六 入 | 去]。 
下 面 我 们 来 考虑 G1 中 各 顶点 在 G 中 的 度 的 总 和 。 
一 方面 ,由 SG) 的 定义 ,有 
2) dolu) 2 (0) pi (5) 


“EVGN) 


另 一 方面 ,分 别 考虑 G 和 Ei 中 的 边 , 有 
>) dilnu) = 之 ， el )+ |Eil| 


a€ VOG,) 
pt, 1) + ACO) {6) 
由 式 (5) 和 式 (6) 两 式 得 
poo) pp i)+aA(co) 
或 
S(O) Ep 1+ ae 
由 假设 4G)< 85(G), 故 
2 


ACG) < pl+’ 


(7) 
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(pi1—- (pr~ At) >0 {8) 
因此 
>ACGY+L 
车 pj = A(G) + 1, 则 由 式 (7) 可 得 
六 ~ 1 
pi 


(GG) Ep 一 1 十 


因此 
(GEp -1 = A(G) 
与 4(G) < 6(G) 矛 盾 , 于 是 必 有 pi; 之 A(G)+2。 该 式 表 朋 G) 中 
至 少 有 黄 个 顶点 设 为 x 和 zz 和 w 与 El 中 的 边 不 关联 ,因此 
detu}E pi- ldotv) Ep- lo 
因 p; 室 p1,G; 中 也 至 少 有 两 个 顶点 设 为 x 和 y,zx 和 y 与 上 
中 的 边 不 关联 , 则 dc(z) 志 py-1,de(y) 志 记 --1 
对 于 G 中 的 这 四 个 顶点 smz 和 yw, 有 [u,vw),iz,v1: = 
个 ,并 且 
deolu) 十 dul(v) + dz 二 三 区) 2p~-4 
这 与 式 (4) 相 认 盾 。 
这 就 证 明了 4(G) 实 8(G), 再 由 定理 2.3.3(1) 20》 所 
6fG) ,可 知 A(G) = 0fG)。 
推论 2,3.6 设 忆 是 p 阶 简单 图 ,车 对 于 G 的 任意 两 个 未 相 
邻 的 顶点 u 和 vw, 均 有 
dctu} + dctv) 守 pp-l 
则 4(G) = 8(G)。 
证 朋 图 上 G 的 连通 性 可 参见 习题 2.12。 由 定理 2.3.5 妈 可 得 
本 结论 成 立 。 证 毕 。 
推论 2.3.7 设 是 p 春 简单 图 ,车 3(G) 之 | 如], 则 4(G) 
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= SG)。 

证 明 ”由 推论 2.2.5 可 知 C 是 连通 的 ,由 定理 2.3.5 即 可 得 
此 结论 成 立 。 证 毕 。 

定义 2.3.7 图 G 的 一 族 路 称 为 内 不 相交 的 ,如 果 这 族 路 中 
任意 两 条 路 除 起 点 与 终点 外 没有 公共 理 点 。 

定理 2.3.8 一 个 p 之 3 阶 的 简单 图 G 是 2 连通 的 充分 必要 
条 件 是 G 的 任 两 个 不 同 顶 点 被 两 条 内 不 相交 的 路 所 连接 。 

证 明 ”充分 性 ; 设 G 的 任 两 个 不 同 顶 点 被 两 条 内 不 相交 的 路 
所 连 , 则 G 显然 连通 ,并 且 不 存在 这 样 的 顶点 %, 使 G ~-% 不 连通 。 
因此 G 蚌 2 连通 的 。 

必要 性 ; 设 G 是 2 连通 的 ,我 们 对 任 两 个 顶点 与 v 之 间 的 距 
离 用 归纳 法 来 证 明 这 两 个 点 之 间 有 两 条 内 不 交 的 路 连接 。 

当 d(u,v) = 1 时 ,wv € EC(G)。 作 G = G -uv, 则 由 定理 
2.3.4 得 4(G) 守 CG) 守 2,G' 仍 是 连通 图 ,因此 在 G' 中 存在 一 
条 (ua 一) 路口 ,这 就 得 到 G 中 的 两 条 内 不 相交 的 (ww -~ vw) 踏 PP 和 
人 = us 

归纳 假设 对 于 距离 小 于 的 任意 两 个 项 点 定理 结论 成 立 。 现 
设 d(u,v) = 卡 ( 之 2)o 令 

Pi = woulua Hh-1 ts 
这 里 丸 = xz = 9g; 了 是 G 中 一 条 (x - v) 最 短路, 则 ad(un， 
ur-1) = 上 一 1 由 归纳 假设 ,G 中 存在 两 条 内 不 相交 的 {wu0 一 二 -1 
路 P 和 Qi。 

又 因为 怠 是 2 连通 的 ,所 以 G- wi.1 仍 有 是 连通 图 ,G - 44_1 中 
存在 (uo 一 u) 路 PP'。, 设 P' 与 P, 和 QQ 的 最 后 一 个 公共 顶点 是 工 ， 
不 妨 设 zE V(P,)( 参 见 图 2.13), 于 是 G 中 存在 两 条 内 不 相交 的 
fa 一 路 已 和 ,分别 是 : 

P= Panz) lj P(x, ue) 
Q= QU {ariv)! 证 毕 。 
。55 。 


图 2.13 


由 于 连接 后 一 对 顶点 的 两 条 内 不 相交 的 路 形成 一 个 回路 ,条 
此 以 下 结论 成 立 : 
推论 2.3.9 一 个 之 3 阶 简 单 图 G 是 2 连通 的 充分 必要 条 
件 是 G 的 任意 两 个 顶点 含 在 如 的 革 一 个 回路 上 。 
定理 2.3.8 可 推广 到 % 连通 图 ,名 为 Menger 定理 。 
定理 2.3.10 一 个 p 之 +1 阶 简单 图 0 是 连通 的 充分 必 
柳条 件 是 G 的 任意 两 个 不 同 顶 点 至 少 被 & 条 内 不 祖 交 的 路 所 连 。 
此 定理 的 证 明和 需要 网 络 流 理论 ,我 们 将 存 后 面 给 出 该 定理 的 
证 明 。 
关于 记 边 连通 图 ,也 有 类 似 的 结论 : 
定理 2.3.11 连通 图 G 是 2 边 连通 的 充分 必要 条 件 是 局 的 
任意 一 条 边 合 在 基 一 个 回路 上 。 
定理 2.3.12 简单 图 G 是 & 边 连 通 的 充分 必要 条 件 是 对 
V{G) 的 任意 非 空 真子 集 S, 均 有 
I{s,S]| 守 2 
证 明 ”必要 性 是 明显 的 ,因为 对 VY(G) 的 任 一 非 空 真子 集 
5,[$,5] 是 G 的 一 个 边 割 , 故 
I[LS,Sll 守 2(G) 之 上 & 
充分 性 ; 设 Ei 是 G 的 最 小 边 割 , 则 G - El 恰 全 两 个 连通 分 
支 , 设 为 G; 和 6G2:, 记 Vi = VEG)6o 则 V(G2) = VIG)- V = 
到 ,并 且 互 | = [Vi ,Vi]。 根 据 给 定 的 条 件 以 及 五 ; 的 假设 ,我们 有 
2(G) = |Ei|= |iV,Vij|> 4 
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所 以 G 是 上 边 连 通 图 。 证 毕 。 
2.4 可靠 通 讯 网 络 的 构造 


我 们 要 构造 一 个 有 线 通讯 网 络 ,使 得 对 于 给 定 的 正 整 数 , 任 
意 的 大 个 通讯 站 (或 二 条 通讯 线路 ) 的 失灵 ,不 影响 其 余 通 讯 站 的 
正常 联络 ,我 们 希望 在 总 的 造价 给 定 的 情况 下 , 越 大 越 好 ,因为 
此 时 该 通讯 网 络 的 可 靠 性 达到 最 高 的 要 求 。 或 在 & 确定 的 情况 下 ， 
要 求 总 的 造价 最 小 。 这 就 是 通讯 网 络 的 可 靠 狂 问题 -这 个 问题 归结 

- 为 以 下 图 论 问题 。 

设 & 是 给 定 的 正 整 数 ,G 是 赋 权 图 。 试 确定 G 的 一 个 具有 最 
小 权 的 一 连通 生成 子 图 。 

这 里 G 的 子 图 吉 的 权 规 定 为 

wuwfH) = 2 wt(e) 


rE ELH) 

对 = 1, 这 个 问题 简化 为 $3.3 的 求 G 的 最 优生 成 树 的 问 
题 , 当 k > 1 时 ,这 是 个 尚未 解决 的 难 解 问题 之 一 。 然 而 当 G = K， 
且 每 条 边 的 权 为 1 时 ,Harary 于 1962 年 解决 了 这 一 问题 ,下 面 介 绍 
Harary 的 工作 。 

注意 到 对 于 有 p 个 顶点 .每 条 边 的 权 均 为 1 的 赋 权 完全 图 而 
言 , 它 的 具有 最 小 权 的 有-- 连通 生成 子 图 只 不 过 是 一 个 有 pp 个 顶 
点 ,而 边 数 最 少 的 大 ~ 连通 图 , 记 

fk,p) = minfg(G)1G 是 p 阶 & -连通 图 | 

当然 假设 六 < jp。 由 deol) = 2g(G) 和 40) ACG) EE 


8( 避 ) ,有 
fk,p) [kp/2] 
Haray 实际 构造 出 一 个 p 个 顶点 的 & - 连通 图 有 ， , 它 的 边 数 
怡 好 为 fp 总 1 条 ;因而 有 (kk,p) = 1kp/21。 根 据 和 pp 的 奇偶 
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件 , 分 三 种 情形 ; 

(1) 大 是 偶数 , 设 下 = 2roH;,, 以 10,1,2,…,p 一 1| 为 顶点 
集 。 当 ; -~ r 委 去 i+ 关 时 (这 里 加 法 在 modp 意义 下 进行 ) ,在 顶 
点 i 与 j 之 阿达 一 条 边 , 如 Hs 在 图 2,14(a) 中 所 示 。 

(2) 大 是 奇数 ,上 = 2r + 1, 卢 是 偶数 。 先 构造 一 个 日).,, ,然后 
对 1 入 i 帮 p 人 2 的 i 在 i 与 i + 六 人 2 间 加 上 一 条 边 得 归 ;,411,,。 如 
日 ;sg 在 图 2.14(b) 中 所 示 。 

(3) 名 是 奇数 ,上 = 2r + 1,p 是 奇数 。 先 构造 玉 ,, ,然后 在 顶点 0 


与 如,0 与 和 2 站 之 间 加 上 边 , 在 顶点 ;与 i+ 万 半 间 加 .上边 , 其 中 


1 雪 ; 攻 卫 于 i , 则 得 到 Hai.pe 如 Hsss 在 图 2.14(c) 中 所 示 。 


(4a) Flin (b) Hss 


里 2.14 
定理 2.4.1 HH. 是 - 连通 图 , 自 边 数 最 少 。 
证 当 & = 2r 时 ,我 们 来 证 明理 ;,,, 没有 少 于 2r 个 项 点 的 
点 割 集 。 反 证 法 , 若 V 是 Hy,,i 的 一 个 点 割 集 , 且 | V' |< 2r, 又 设 
z 与 了 分 别 在 H;3,.,, - Y 的 两 个 不 同 分 支 中 。 令 
S= [i,tt1l,,)—1,il 
T= 11 
其 中 加 法 在 modp 下 进行 。 了 因为 | v |< 27r, 故 |1V mnSI< -或 
1 关门 工 I< >, 不 失 一 般 性 , 设 1 六 站 S|< >。 这 样 ,显然 在 S - 
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V’ 中 有 一 个 由 不 同 顶 点 构成 的 序列 , 它 开始 于 i 而 终止 于 j ,并 且 
任意 两 个 相继 顶点 标号 之 差 的 绝对 值 至 多 是 r。 根 据 H,.s 的 构 
造 ,这 一 序列 是 一 条 从 i 到 j 的 路 ,而 这 条 路 整 条 合 在 H2,.。 一 V 
中 ,导致 子 盾 。 因 此 有 H3,. 是 2r - 连通 的 ,类似 可 以 证 明 : 当 = 
27 + 时 ,Ha 11,5 是 (2r + 1) - 连通 的 ,由 于 


{ 

AD | 学 |，s(H) -| 艺 | 
而 二 ,s 是 阶 - 连通 图 , 故 有 

AH 仿生 | 望 | 
从 而 推 得 

a(Hi.o) = /C4,p) = | 学 | 证 毕 。 

注意 到 &(G) < A(G), 故 戊 .， 也 是 & - 边 连 通 图 ,车 用 g(*， 

) 表示 p 个 顶点 ,一边 连通 图 中 的 最 少 边 数 , 则 对 于 1< 有 <， 
FR(E,p) 一 | 多 |. 


2.5 最短 路 问题 


给 定 连接 若 于 城市 的 铁路 (公路 ) 网 , 找 一 条 给 定 两 城市 何 的 
最 短 铁路 (公路 ) 路 线 , 这 是 个 极 普 通 的 实际 问题 :最 短路 问题 。 该 
问题 的 数学 模型 如 下 : 

给 定 一 个 网 络 N( 有 向 或 无 向 ), wo 与 vo 是 N 中 指定 的 两 个 
顶点 ,在 N 中 找 一 条 从 uo 到 wo 且 权 最 小 的 (wo 一 v0) 路 。 

为 了 方便 ,规定 N 中 的 一 条 路 PP 的 权 w(P) 称 为 的 长 度 。 若 
N 中 存在 x - 7 路, 则 将 六 中 权 最 小 的 (x ~ y) 路 称 为 (z - y) 最 
短路 ,其 长 度 称 为 xz 与 » 的 距离 , 记 为 dv(zyyjo 

下 面 先 介绍 在 无 向 网 络 即 赋 权 图 G = (V ,E,W) 中 , 求 顶点 
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ug 所 V(G) 到 连通 图 G 的 各 个 顶点 最 短路 的 一 个 有 效 算 法 。 

所 谓 算法 ,是 指 一 组 有 序 规则 , 它 准 确 告知 ,为 解决 给 定 的 问 
题 , 何 时 应 做 何 种 操作 。 图 论 自 法 前 设计 和 分 析 是 一 个 引信 人 胜 的 
领域 ,也 是 与 计算 机 科学 技术 关系 最 为 密切 的 领域 之 一 。 多 年 来 ， 
许多 学 者 对 任何 图 论 问 题 都 想 找到 一 个 有 效 算 法 来 解决 ,可 异 至 
今 大 家 只 是 部 分 地 得 到 成 功 。 所 谓 的 有 效 算法 ,又 称 好 算法 , 按 
Edmonds 的 定义 ,是 指 对 于 给 定 的 问题 (本 书 仅 介绍 图 论 问 题 的 车 
干 算法 ) ,该 问题 的 图 论 算法 的 计算 量 /(p,q9) = 0(P(p,g))( 这 
里 Plp,gq) 是 关于 志和 9 的 多 项 式 ) ,其 中 与 9 分 别 是 某 个 图 的 
顶点 数 和 边 数 。 

现在 给 出 -- 个 求解 最 短路 问题 的 有 效 算法 :Dijkstrat1959) 算 
法 。 该 算法 是 目前 公认 的 最 好 算法 , 它 不 仅 求 出 从 uo 到 其 余 顶 点 
的 距离 ,最 后 还 可 确定 出 wo 到 其 余 各 项 点 的 最 短 道路 。 

和 根据 实际 问题 的 需要 ,显然 只 需 讨 论 简单 图 的 最 短路 问题 就 够 
了 。 还 可 假定 所 有 边 的 权 均 为 正 的 ,因为 车 某 条 边 的 权 为 0, 则 可 使 
其 端点 重合 。 按 照常 规 , 当 ww 所 EE(G) 时 ,规定 wuv) =+ %。 

Dijkstra 算法 的 步骤 :开始 ,给 始点 wo 一 个 标号 1(uo) = 0, 而 
对 包头 un; 则 有 71(v) =+ %( 在 实际 计算 中 , + oo 可 以 被 一 足够 
大 的 任意 数值 所 代替 ) ,在 算法 进行 时 ,这 些 标 号 不 断 被 修改 :在 第 
i 步 结束 时 ,对 已 选 定 的 项 点 w € S ,有 

1(u) = d(uo,u)} 
而 对 其 余 顶 点 vw € 5S;, 有 
d(uwo,vu) (vu) = Min ld{(uo,u) + wt{ uw)} 

Dijkstra 算法 

(1) 独 7wo) =0, 对 wu€EV- jal,i(v) =+%,S0 = {uol, 
i= 0。 

(2) 对 每 一 个 wm E Natw) ,用 min| Zw),i(w) + me) 代替 
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Lo)。 如 果 Lv) 取 到 iuw) + w(uw), 则 在 v 旁边 记 下 (wm)。 计 算 
min{ i(2)| ,并 把 达到 最 小 值 的 这 一 个 顶点 记 为 ui,i6o 置 S,,1 = 3 


| Wit1 | po 

(3) 若 i = p(G) 一 1, 则 停止 。 否 则 用 i +1 代替 i, 并 转 人 第 
二 步 。 

当 算法 结束 时 ,从 uo 到 v 的 距离 由 最 终 的 标号 (vwv) 给 出 ,并 
且 可 根据 各 个 顶点 旁边 的 {wu;) 追 回 出 从 顶点 w 到 wo 的 最 短路 。 若 
我 们 的 兴趣 在 于 确定 到 某 一 特定 顶点 vo 的 距离 , 则 当 某 4 等 于 
a ] 时 立即 停止 。 该 算法 的 框图 如 图 2.15 所 示 。 


计算 min 外 Cv)} 
4uEE 训 


困 2.45 
通过 该 框图 ,容易 计算 出 该 算法 的 计算 量 f(p,g) = 0(82)， 
亡 以 是 有 效 算法 。 


存在 vm 使 得 
tu)= mintl Cv)t 
pES 
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Dijkstra 算法 只 求 出 图 中 一 个 特定 顶点 uo 到 所 有 其 它 顶 点 的 
最 短路 ,但 在 许多 实际 问题 中 , 需 研 究 任 意 两 点 之 间 的 最 短 中 的 求 
法 问题 ,如 全 国 各 城市 之 间 最 短 的 航线 . 选 址 问题 等 ,这 问题 就 是 
图 论 中 的 距离 表 问 题 。 

其 实 , 要 求 出 一 个 图 的 任意 两 点 癌 的 最 短路 ,只 需 将 图 中 每 一 
个 顶点 依次 视 为 始点 ,然后 用 Pijisstra 算法 就 可 以 。 但 这 要 用 到 大 
量 的 计算 。 下 面 我 们 简单 介绍 另 一 个 较 好 一 些 的 算法 : 
Floyd(1962) 算法 。 

首先 取 DS = 《的 ),,,, 称 为 G 的 边 权 矩阵。 这 里 /0 = 
wlvw) li,j 人 po 

然后 计算 出 p 个 矩阵 DY,D 人 ,DD 人 
其 中 

Ds (Fpsk = 1,2,.°,p 
二 minf lt DD + MD! 

这 时 ,D'?) 中 的 元 轮 / 久 ' 之 值 就 是 顶点 v; 与 v; 之 间 的 最 短路 
之 值 d (vw;, vj)。 

以 上 所 介绍 的 求 无 向 网 络 最 短路 的 Dijkstra 算法 容易 推广 到 
求 有 向 网 络 N = (V,A,W) 中 的 最 短路 。 为 方便 ,假设 N 中 不 含 
长 度 非 正 的 有 向 回路 。 

在 不 含 非 正 回路 的 有 向 网 络 N = (V,A,W)} 中 ,其 中 VV = 
代 ,2.… ,| 为 顶点 的 集合 ,而 A 为 弧 的 集合 ,车 用 U, 和 Ui 分 别 
表示 自 点 1 到 点 和 点 上 的 最 短 有 向 路 的 长 度 , 用 ro 表示 强 (&， 
i) 的 长 度 或 权 , 著 (上 &,j) EE AA, 则 wi =+ %), 且 对 一 切 了 关卡 ,j， 
帮 = 2,3,…,11, 有 

Ui=0 
人 人 
且 品 ) = + tw 当 且 仅 当 强 (&,j) 在 自 点 1 到 点 j 的 最 短 有 向 
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路 上 。 
贸 为 诸 U; 是 N 中 自 点 1 到 点 了 的 最 短 有 向 路 的 长 度 ,所 以 这 
条 最 短 有 向 路 必 有 最 后 一 条 弧 人 ,四 , 而 且 该 有 向 路 上 自 点 1I 到 下 
的 一 段 也 必 是 最 短 有 向 路 ,从 而 式 (1) 可 写 为 
UI=0 
| (2) 


U; = min EL + ws),i = 2,3,. ,7 
这 说 明 ,网络 N 中 自 点 1 到 各 点 的 最 短 有 向 路 的 长 度 必 满 足 式 
(2), 即 它们 是 方程 式 (2) 的 一 组 解 。 

现在 ,我 们 相间 : 式 (2) 的 解 是 否 是 自 点 1 到 其 余 各 点 的 最 短 
有 向 路 的 长 度 呢 ? 下 面 的 定理 2.5.1 回答 了 这 个 和 问题。 

定理 2.5.1 设 有 向 网 络 N 中 不 会 非 正 有 向 回路 ,并 且 从 点 
1 到 其 余 各 点 都 有 有 限 长 的 有 向 路 ,那么 式 (2) 有 惟一 的 有 限 解 
tu, 

证 明 ” 设 和 U1, Us,…,U, | 为 式 (2) 的 任 一 组 有 限 解 。 对 任 
一 Uj;, 我 们 可 以 在 G 中 找 出 点 1 到 的 有 问 路 。 

P= fit) 让) 

使 得 


U; = Ut LU 


UU = Ui + w, Uj; = Ui + wi 


4 [a » 
车 式 (2) 的 解 不 惟一 , 设 Ui ,Us,…,U, 是 自 点 1 到 各 点 的 最 
短 有 向 路 的 长 度 。 因 此 , 它 是 式 (2) 的 一 组 解 , 设 UU ,,…,U', 
是 不 同 于 UU ,Us,…,U, 的 另 一 组 解 ,那么 必 存 在 某 一 j, 使 Uj 学 
U'。oU; 是 自 点 1 到 点 ;的 最 短 有 向 路 的 长 度 。 而 U'; 是 自 点 1 到 
点 的 菜 一 有 向 路 的 长 度 , 则 有 U' > Us 在 U'> UU 的 所 有 ji 
中 ,总 可 以 选取 某 个 j ,使 (4£,j) 是 自 点 1 到 点 /最 短 有 向 路 上 的 
弧 , 且 U = Ui( 因 为 U1 = U ,所 以 这 样 的 哎 一 定 存在 ) ,从 而 
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有 
UU >U= Ut ws = U's + 5 
这 与 U1 ,U's;…,U', 为 式 (2) 的 解 相 矛 盾 。 证 毕 。 
然而 ,直接 求解 方程 式 (2) 是 很 困难 的 。 目 前 几乎 所 有 求 最 短 
有 向 路 的 算法 ,都 是 围绕 车 怎样 解 这 个 方程 的 问题 。 
对 于 某 些 特殊 的 有 向 网 络 ,方程 式 (2) 可 以 简化 ,从 而 变 得 较 
易 求 解 。 
定理 2.5.2 设 U 是 有 向 网 络 N 中 自 点 1 到 j 的 最 短 有 向 路 
的 长 度 ,并 且 对 所 有 的 7 了 = 1,2,3,…,n,U 为 有 限 值 ,车 网 络 N 
中 除 点 1 外 的 其 余 各 点 能 重新 编写 成 如 于 的 序号 2,3,…,z ,使 得 
对 所 有 i < 了 ,成 立 
UUHw>0 
或 者 
U; > Uw =+ ~”,p(j,i) EA 
则 方程 式 (2) 可 简化 为 
Ul=0 
to = min | Ur + www l,i = 2,3,." ,21 3) 
显然 , 式 (3) 比 式 (2) 更 容易 求解 ,因为 Qi = 0 是 妃 知 的 ,而 
Us 只 依赖 于 Ul ,Us 只 依赖 于 LU 和 Us,… ,一 般 地 , U; 只 依 灶 于 
UL Uj : 
所 以 ,可 用 代 换 方法 依次 求 出 UU3,…, Uo 由 此 可 见 , 找 出 有 
向 网 络 中 各 点 的 满足 定理 2.5.2 的 顺序 是 问题 的 关键 。 
下 面 我 们 介绍 求 最 短 的 有 向 路 的 Dijkstra 算法 。 
Dikstra 算法 仅 适用 于 在 骤 权 为 正 值 的 有 向 网 络 中 求 最 短 有 
向 路 ,一 个 弧 权 为 正 值 的 有 向 网 络 显然 具有 如 下 性 质 : 
定理 2.5.3 设 NN= (V,A,W) 是 一 个 就 权 为 正 值 的 有 和 闪 
网 络 , 其 中 VV = 11,2,3,…,n|。 则 在 N 中 ,任意 一 条 最 短 有 向 路 
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的 长 都 大 于 它 的 真子 有 向 路 的 长 。 
根据 定理 2.5.3, 中 自 点 1 到 其 他 各 点 最 短 有 向 路 的 长 可 按 
大 小 排列 如 下 : 
0=0U 和 DU, 
于 是 , 它 满足 定理 2.5.2 的 条 件 , 因 此 可 以 用 方程 式 (2) 来 求解 。 具 
体 算法 如 下 : 
(1) 置 王 = 111,T = {12,3,…,nj, 且 
Ui = 0,U; = wj = 2.3,° ,7 
(2) 在 工 中 寻找 一 点 上 ,使 得 
U = mip{ Ul 
置 P=PU |,T=T~1&| ,车 T= 信 , 终 止 ,否则 ,进行 (3)。 
(3) 对 T 中 每 一 点 7 , 置 
Ui = min Uj, Us + ws| 
然后 返回 (2)。 
例 1 求 图 2.16 中 点 1 到 其 他 各 点 的 最 短 有 向 路 长 。 


图 2.16 


用 Dijkstra 算 法 的 选 代 过 程 见 图 2.17, 点 内 的 数字 表示 U,;, 报 
弧 构 成 相应 的 最 短路 。 
这 个 算法 经 过 n - 1 次 循环 必 结 束 。 
最 短路 问题 在 实际 工作 中 还 有 其 他 许多 应 用 。 例 如 ,通讯 网 络 
中 最 可 靠 路 问题 ,最 天 容量 问题 ,统筹 方法 中 求 关 键 路 线 , 以 及 背 
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图 2.17 

包 问 题 和 选 址 问题 都 可 化 为 求 最 短 有 向 路 问题 。 另 外 , 某 些 工件 加 
工 顺 序 问题 ,中 国 邮 递 员 问题 等 都 要 用 最 短 有 向 路 算法 做 其 子 程 
序 , 因 此 ,最 短路 的 用 途 已 远 远 超出 了 其 直观 的 意义 .下 面 将 介绍 
一 些 应 用 。 

1) 最 可 靠 有 向 路 

给 定 一 个 通讯 网 络 N , 它 的 每 一 条 支 路 {或 弧 )(i,7) 有 一 个 
完好 概率 p;。 从 发 点 1 到 收 点 1 的 任意 一 条 有 向 路 的 可 靠 性 定义 
为 该 有 向 路 上 所 有 弧 上 概率 的 乘积 ,那么 我 们 的 问题 是 寻求 从 点 
1 到 点 ”的 最 可 靠 的 有 向 路 。 

这 个 问题 很 容易 化 为 最 短 有 向 路 的 问题 。 因 为 1 之 贡 > 0, 故 
取 mi = - logps; 以 ws 表示 有 向 网 络 中 强人 7) 的 长 度 。 那 么 可 
以 用 Dijkstra 方 法 求 自 点 1 到 的 最 短 有 向 路 ,这 条 最 短 有 向 路 就 
是 通讯 网 络 中 最 可 靠 的 有 向 路 。 
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2)] 设备 更 新 问题 

某 企业 使 用 一 台 设备 ,每 年 年 初 ,企业 领导 总 要 考虑 是 购买 新 
设备 ,还 是 继续 使 用 旧 设 备 。 若 购置 新 设备 ,就 要 支付 购买 费 , 若 使 
用 旧 的 ,就 要 支付 一 笔 维修 费 。 具 体 需 多 少 , 根 据 该 设备 使 用 的 年 
数 决定 。 现 在 的 问题 是 如 何 制定 一 个 几 年 之 内 的 设备 更 新 计划 ,使 
得 支付 的 总 费用 最 少 。 表 2.1 给 出 了 企业 对 该 种 设备 的 维修 费用 ， 
表 2.2 给 出 了 在 不 同年 代购 买 该 种 设备 所 需 的 费用 , 试 给 出 该 企 
业 五 年 内 的 设备 更 新 计划 。 


《单位 :万 元 ) 


表 2.2 (单位 :万 元 ) 
第 1 年 第 2 年 第 3 年 第 4 年 第 5 年 
11 11 12 12 13 


可 供 选 择 的 方案 显然 是 很 多 的 。 例 如 每 年 都 购 进 一 台 新 设备 ,这 就 
是 一 个 方案 , 按 这 个 方案 ,总 的 购买 费用 为 11 + 11+ 12+12+13 
= 59 万 元 ,每 年 支付 维修 费用 5 万 元 ,5 年 共 付 25 万 元 ,于 是 总 支 
付 为 599+25 = 84 万 元 。 又 如 决定 1.3.5 年 各 购 进 一 台 新 设备 也 是 
一 个 方案 ,这 时 购买 费用 为 11+12+13 = 36 万 元 ,维修 费 为 5+ 
6+5+6+5 = 27 万 元 ,总 支付 为 63 万 元 ,等 等 。 

怎样 的 方案 能 使 总 支付 最 少 呢 ?这 可 以 用 几 种 方法 来 求解 ,我 
们 把 这 个 问题 化 为 最 短路 问题 。 

设 v1,… ,vs 分 别 表示 1 一 5 年 年 初 更 新 设备 状态 ,用 ws 表示 
第 5 年 底 更 新 设备 状态 。 从 vw; 到 vw,1,…, ve 各 画 一 条 弧 。 弧 (zi， 
va) 表示 在 第 1 年 年 初 购 进 的 设备 用 到 第 2 年 年 初 , 权 wlz 表示 需 
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的 购买 费 加 维修 费 , 即 wj, = 11+5 = 16。 牟 (ciyza) 表示 第 1 年 
买 的 设备 用 到 第 3 年 年 初 , 权 zl3 表示 所 需 总 费用 , 即 ws = 11+ 
5+6 = 32 等 等 ,这 样 就 得 图 2.18。 设 备 更 新 问题 化 为 求 从 wi 到 
ve 的 最 短路 问题 ,计划 结果 表明 :ww3ve 和 ui wsae 都 是 最 短路 ， 
对 应 的 费用 为 53 万 元 ,它们 都 是 最 优 的 葬 新 方案 。 


图 2.18 


3) 选 址 问题 

一 般 说 来 , 选 址 问题 的 意思 是 指 :我 们 已 经 知道 了 一 些 现 有 设 
施 的 地 址 ,希望 确定 一 个 或 几 个 新 设施 的 地 址 。 例 如 , 某 公 司 生产 
的 某 种 产品 , 且 有 此 种 产品 的 十 家 重要 的 用 户 ,已 知 该 公司 和 各 用 
户 的 地 址 , 现 希 望 建设 一 个 新 仓库 , 问 应 建 在 什么 位 置 ,才能 使 产 
品 从 公司 运 到 仓库 ,再 运 到 各 用 户 的 总 运费 最 省 呢 ? 又 如 , 某 市 要 
建 一 个 新 的 图 书馆 来 为 某 一 特定 地 区 服务 , 问 这 个 图 书馆 应 建 在 
和 什么 位 置 最 好 呢 ? 选 址 问题 的 求解 有 两 种 不 同 的 方法 ,分 别称 为 连 
续 型 和 离散 型 。 大 多 数 选 址 问题 ,根据 实际 情况 ,只 有 有 限 个 地 址 
可 以 选择 .因此 ,通常 都 是 用 离散 型 方法 来 求解 ,而 解决 离散 型 选 
址 问题 的 关键 是 求 相应 网 络 中 所 有 点 对 间 的 最 短路 。 先 看 一 个 具 
体 的 例子 。 

例 2 已 知 有 6 个 村 庄 , 各 村 的 小 学 生 人 数 如 表 2.3 所 示 ,各 
村 庄 间 的 距离 如 图 2.19 所 示 。 现 在 计划 建造 一 所 医院 和 一 所 小 
学 , 问 医 院 应 建 在 娜 个 村 庄 才 能 使 最 远 村 庄 的 人 到 医院 看 病 所 走 
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图 2.19 


的 路 最 短 ?又 问 小 学 建 在 哪个 村 庄 使 得 所有 学 生 上 学 走 的 总 路 程 
最 短 ? 
表 2.3 


小 学 生 和 


利用 Floyd 算 法 ,首先 求 出 任意 两 点 v;,w 间 的 最 短路 长 ,如 表 2.4 
所 示 。 


设想 医院 建 在 村 庄 v, 则 其 他 村 庄 的 村 民 就 要 分 别 走 dj， 

do de 的 路 程 ,ds 表示 i 村 至 ; 村 的 实际 距离 ,其 中 必 有 最 大 

者 ,对 每 一 点 zy, 求 出 这 个 最 大 值 ,我 们 希望 建 在 这 些 最 大 值 之 中 
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的 最 小 值 所 对 应 的 村 庄 。 这 相当 于 对 表 2.4 中 每 一 列 元 素 求 出 最 
大 值 ,它们 分 别 是 11 ,9,6,7,8,11 ,这些 数 中 6 最 小 , 即 第 3 列 的 最 
大 元 素 达 到 最 小 ,所 以 余 院 应 建 在 村 庄 zs, 这样 其 他 村 庄 到 该 村 
庄 的 就 医 距 离 最 多 为 6。 
设想 小 学 建 在 w;, 刚 其 他 村 庄 的 小 学 生 所 走 的 总 路 程 就 是 
50d + 40d2; + 60d3, + 20d4; + 70ds; + 90ds; 

对 每 一 点 , 求 出 这 个 值 ,它们 的 最 小 值 所 对 应 的 w 就 是 所 要 选择 
的 最 佳 位 置 。 这 相当 于 将 表 2.4 中 每 一 行 元 素 分 别 乘 上 对 应 村 上 庄 
捍 小 学 生 的 人 和 数 , 然 后 分 别 求 出 各 列 的 和 , 见 表 2.5, 其 总 和 最 小 
的 列 为 v4, 踊 小 学 建 在 村 庄 vi 位置, 这样 必 使 所 有 学 生 上 学 所 走 
的 总 路 程 最 短 。 


寄 2.5 


从 这 个 例子 可 以 看 出 , 求 出 相应 网 络 中 所 有 点 间 的 距离 是 求 
解 这 类 选 址 问题 的 关键 ,与 选 址 问题 有 关 的 网 络 模型 有 如 十 几 种 。 

给 定 一 个 有 向 且 无 负 有 疝 回路 的 网 络 N =《V,A,W), 其 中 
Y = 1,2,3,…,7n|。 对 每 一 弧 有 一 个 实数 权 wi ,对 每 一 点 ;有 一 
个 实数 权 w,。 设 点 i 到 点 j 的 最 短 有 向 路 的 长 度 为 di 。 车 点 六 满足 
下 述 条 件 (1) 一 《6), 则 分 别称 它 为 发 射 中 心 、 入 射 中 心 .平均 发 射 
中 心 ,平均 入 射 中 心 .发射 重心 和 入 射 重心 。 
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(1) e(io) = min maxds; 
Lin LJ 


(2) A(in} = min maxds 


li 


(3) ef ig) 宇 ,mn > di 
i 
(4) A(io) = min 之 /di 
Til 
(5) We(in) = ,min 之 ;zj 
一 


(6) Woa(in) = i, 2 wy 

4} 统筹 方法 

一 项 工程 ,可 以 分 解 为 若干 工序 (事项 ) ,而 这 些 工序 之 间 叉 存 
在 着 错综复杂 的 衔接 关系 。 由 于 技术 或 其 他 原因 ,有 些 工序 必须 在 
其 他 工序 完成 后 才能 开工 ,而 每 一 工序 的 完工 都 需要 一 定 的 时 间 ， 
这 些 都 是 众所周知 的 。 显 然 ,完成 每 个 工序 所 用 的 时 间 都 会 影响 到 
整个 工程 的 进度 。 

车 用 一 条 张 表示 一 个 工序 ,有 弧 与 纺 的 衔接 来 表示 工序 和 工 
序 的 先后 关系 ,用 弧 的 权 来 表示 完成 这 个 工序 所 用 的 时 间 , 则 得 到 
一 个 无 回路 的 有 向 网 络 N = (V ,A,W)。 设 整个 工程 开始 的 点 为 
始点 ,用 x 表示 ;结束 点 为 终点 ,用 y 表示。 显然 ,在 这 个 网 络 中 ,从 
始点 到 终点 的 最 长 有 向 路 上 的 弧 所 对 应 工序 的 完成 进度 将 直接 影 
玉 到 整个 工程 的 进度 。 把 这 些 工序 称 为 关键 工序 ,由 它们 对 应 绝 所 
组 成 的 有 向 路 称 为 关键 路 线 ( 或 称 主要 矛盾 线 )。 因 此 ,统筹 方法 也 
称 为 关键 路 线 法 (CPM)。 

将 N 的 每 条 弧 4a 的 权 mfa) 改 为 M 一 wta), 这 里 M 是 一 个 
充分 大 的 数 , 所 得 的 赋 权 有 向 图 记 为 N'。 求 关键 路 线 , 实 际 上 等 价 
于 求 网 络 N 对 应 的 网 络 Ni 中 的 最 短 有 向 路 。 除 从 始点 至 终点 的 
最 长 有 向 路 外 ,从 始点 至 各 顶点 的 最 长 有 向 路 的 长 度 就 是 以 该 点 

站 71 站 


为 始点 的 各 工序 的 最 早 开始 时 间 ,也 就 是 说 这 些 工 序 不 能 在 这 个 
时 间 之 前 启动 , 顶点 vi 的 最 早 开始 时 间 用 所 表示 。 

从 每 一 个 顶点 至 终点 也 有 一 条 最 长 有 向 路 , 它 的 长 度 是 从 这 
点 开始 的 工序 到 项 目 终止 所 需 的 最 少时 间 , 用 表示。 车 用 了 表 
示 关 键 路 线 的 长 , 则 了 -是 从 该 点 开始 的 工序 的 最 晚 时 间 , 晚 于 
这 个 时 间 便 影响 整个 工程 的 预期 完成 。 

在 关键 路 线 上 的 顶点 wv , 恒 有 t = 工 -一 拉 , 而 不 在 关键 路 线 
上 的 点 一 般 说 来 有 志 & < 本- so 从 拉 到 了 - 增 这 一 段 时 间 是 工序 
的 缓冲 时 间 ,也 就 是 说 , 耸 这 段 时 间 内 开工 不 影响 任务 的 完成 。 每 
个 工序 也 有 各 自 的 缓冲 时 间 ,这 对 于 实际 计划 安排 是 有 用 的 。 比 如 
可 用 来 避 开 人 力 安排 .物资 运输 过 于 集中 等 。 


表 2.6 建筑 工序 表 


- 分 隔 办 公 室 
. 安装 水 电 和 电器 
. 装饰 墙壁 


例 3 基建 筑 公司 签订 了 一 项 合同 ,要 为 一 家 制造 公司 建造 
一 座 新 的 工厂 。 合 间 规 定 工厂 的 完工 期 限 为 12 个 月 。 要 是 工厂 不 
能 在 一 年 内 完工 ,就 要 赔款 ,因此 建筑 公司 的 管理 处 决定 认真 地 分 
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析 一 下 建筑 过 程 的 第 一 个 阶段 ,通过 分 析 , 找 出 了 建筑 工厂 必须 完 
:成 的 各 道 工序 和 这 些 工 序 之 间 的 先后 关系 ,并 估计 出 它们 延续 的 
时 间 ,它们 由 表 2.6 列 出 。 

用 CPM 的 术语 来 说 , 表 2.6 中 的 每 道 工序 都 是 一 个 事项 。 显 
然 , 有 些 事项 只 能 在 另外 一 些 事 项 完成 以 后 才能 开工 。 例 如 ,只 有 
打 好 了 桩 才能 浇注 地 天。 一旦 架 起 了 钢 染 ,安装 好 设备 并 分 隔 好 各 
个 办 公 室 ,其 他 事项 可 同时 进行 , 表 2.6 也 列 出 了 每 一 事项 的 紧 前 
事项 。 - 
利用 表 2.6 所 示 之 先后 关系 和 所 列 之 延续 时 间 , 我 们 在 图 
2.20 中 画 出 了 这 个 CPM 网络。 我 们 看 到 ,最 长 路 长 是 0 一 1 一 2 一 
7 一 8 一 10 一 11 一 12 一 13, 它 的 长 度 为 53 周 ,而 关键 事项 就 是 : 
平整 工地 .打桩 、 演 地 基 , 焊 接 铅 梁 、 分 隔 办 公 室 安 装 水 电 设备 、. 装 
人 饰 塘 壁 。 前 面 已 经 提 到 ,这 些 事项 中 任 一 个 要 是 拖延 一 周 ,整个 大 
楼 的 完工 就 要 推迟 一 周 。 因 此 工程 管理 员 应 该 特别 注意 不 让 这 些 
关键 事项 超过 它们 的 计划 工期 ,他 可 以 为 这 些 事项 人 凑 一 些 工人 (或 
者 从 非 关键 事项 抽调 一 些 工 人 到 关键 事项 上 去 )。 


图 2,20 


.73 。 


利用 图 2.20 的 CPM 网 络 ,我 们 还 可 以 算出 各 个 事项 的 缓冲 
时 间 。 例 如 ,考虑 安装 生产 设备 这 一 工序 , 即 事项 9。 由 于 路 径 0 一 
1 一 2 一 7->8 一 9 的 长 大将 是 27 ,故此 事项 应 在 27 户 以 后 才能 
开工 (我 们 知道 ,这 种 安装 工作 一 定 要 等 到 事项 8 完工 , 即 焊接 钢 
架 完 成 以 后 才能 进行 )。 如 时 安装 生产 设备 用 去 的 时 间 不 是 预计 的 
5 周 ,而 是 26 辕 ,那么 路 径 0 一 1->2 一 7 一 8 一 9->13 的 长 度 将 
是 53, 这 并 不 会 拖延 建筑 工程 的 完工 时 间 , 因 为 关键 路 径 的 长 度 
为 53。 我 们 得 出 结论 ,安装 生产 设备 这 道 工 序 的 机 动 时 间 为 26 -5 
= 21 局 ,因为 其 5 阅 增加 到 26 周 ,并 不 会 对 整个 工程 产生 什么 不 
利 的 影响 ,当然 ,这 一 安装 工作 若 需 27 周 ,那么 路 径 0 一 1 一 2 一 
7 一 8 一 9 一 13 的 长 度 就 是 54, 这 就 意味 着 整个 工程 要 推迟 1 局 。 

总 起 来 说 ,进行 一 次 CPM 研究 ,必须 列 出 一 项 工程 的 各 道 工 
序 或 各 个 事项 ,并 且说 明 每 个 事项 的 延续 时 间 和 紧 前 事项 ;然后 画 
出 它 的 CPM 网 络 ,其 中 将 工程 中 的 各 道 工 序 的 开工 事项 .工程 开 
工事 项 和 工程 完工 事项 各 画 成 一 个 结 点 。 从 工程 开工 这 一 结 点 都 
有 一 条 (长 度 为 零 的 ) 弧 指 向 每 道 可 以 马上 开工 的 工序 ,已 无 后 继 
工序 的 各 道 工 序 都 有 一 条 驱 指 向 工程 完工 这 一 结 点 。 对 于 每 一 结 
点 了 的 所 有 紧 前 结 点 ; ,都 要 画 出 驱 ( ,1 ,而 各 弧 (i,7) 的 长 度 就 
等 于 事项 i 的 延续 时 间 。 最 后 找 出 从 工程 开工 到 工程 完工 的 最 长 
路 径 , 它 将 区 分 出 那些 必须 严密 监督 的 关键 事项 。 此 外 ,有 时 也 可 
能 希望 了 解 ,在 不 处 宅 完 工期 的 条 件 下 各 个 事项 能 够 拖延 多 少 的 
时 间 。 


2.6 单行 道路 系统 的 构造 


在 这 一 节 我 们 来 考虑 一 个 实际 上 相当 重要 的 问题 - 设 C 是 表 

示 城 市 街道 系统 的 图 ,顶点 表示 交叉 路 口 。 如 果 图 G 是 连通 的 , 则 

可 以 外 城市 的 任何 一 点 到 其 他 任意 一 点 。 我 们 考虑 的 问题 是 :在 什 
。 9394 。 


么 条 件 下 可 以 把 街道 变 成 单行 道路 系统 ,使 从 城市 中 的 任何 点 仍 
有 可 能 沿 规 定单 行 方向 到 达 任 意 其 他 点 ,以 达到 城市 交通 的 畅通 。 
这 显然 是 关于 图 的 定向 向 题 。 例 如 ,考察 图 2.21(a) 和 {b) 中 代表 
的 道路 系统 的 两 个 图 。 


Gi G: 人 
(a) (bh) (c) 
图 2.21 
对 于 G1 ,无 论 给 以 怎样 的 定向 ,所 得 定向 图 都 不能 使 这 个 系 
统 的 交通 息 通 , 即 强 连 通 。 原 因 在 于 Gl 有 一 条 制 边 ,。 而 对 于 Gs 有 
一 个 较 好 的 定向 图 避 ,( 见 图 2.21(c)), 其 中 每 个 顶点 可 从 任何 别 
的 顶点 出 发 而 到 达 该 点 , 即 避 > 是 强 连 通 图 。 
不 难看 到 ,我 们 所 需 的 定向 图 要 求 是 强 连通 的 。 而 一 个 图 GG 
有 强 连 通 的 定向 图 的 必要 条 件 是 G 为 2- 边 连通 的 。 
Robbins( 1939) 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 
定理 2.6.1 车 各 是 2- 边 连通 图 , 则 已 有 强 连通 的 定 同 图 。 
证 明 设 如 是 2- 边 连通 图 , 则 G 必 合 有 回路 。 先 取 一 个 回 
路 C1 ,我 们 归纳 地 定义 G 的 连 递 子 图 序列 G1,G2,… 如 下 :G1 = 
Cj ;车 Gi(i = 1,2,…) 不 是 G 的 生成 子 图 , 设 wv 是 在 G 中 而 不 在 
6; 中 的 一 个 顶点 , 则 存在 从 wv; 到 6; 的 边 不 重 路 PP 和 人 Q; ,定义 
Gn = GU PU Q; 
由 于 p(Gi01) > p(G;) ,这 个 序列 必然 终止 于 G 的 一 个 生成 子 图 
Go 


"75 * 


现 依次 给 每 个 G; 定 向 :首先 让 Gi 成 为 一 个 有 向 回路 ;对 G;, 
= Gi Pi U Q;, 设 已 有 定向 图 Gi, 让 Pi 成 为 以 vw 为 起 点 的 有 向 
路 ,而 Q, 成 为 以 w 为 终点 的 有 向 路 ,得 世 ,,1, 易 见 已 i,1 是 强 连通 
有 向 图 ,i = 1,2,…,n 因此 最 后 的 G 是 强 连 通 有 向 图 。 由 于 CG， 
是 G 的 生成 子 图 ,所 以 G 有 强 连通 的 定向 图 。 证 毕 。 


习 题 二 


2.1 设 避 是 一 个 简单 图 ,86(G) 之 上 so 证 明 :G 中 存在 长 度 至 少 是 
上 的 路 。 

2.2 设 刀 是 每 让 项 点 的 出 度 至 少 为 工 的 有 向 图 。 证 明 万 会 有 有 
向 回路 。 

2.3 ”任意 给 定 一 个 会 n? + 工 项 的 实数 序列 (各 项 互 不 相同 )。 证 
明 : 一 定 可 以 从 这 小数 列 中 找 出 一 个 全 +1 项 的 草 调 
子 列 。 

2.4 设 侣 是 至 少 有 三 个 顶点 的 简单 图 ,证 明 : 对 避 中 任意 三 个 顶 
圳 uv 和 雪 , 都 有 不 等 式 

d{usw) du vw) + dl(v,w) 

2.5 有 2n 个 人 在 一 起 聚会 ,其 中 每 个 人 至 少 同 于 个 人 认识 证 
明 从 这 2pm 个 人 中 总 可 以 选 出 4 个 人 来 ,这 4 信人 可 以 转 秦 
而 坐 , 使 得 每 个 人 雳 边 的 2 个 人 他 都 是 认识 的 。 

2.6 设 简单 图 G 的 每 个 顶点 的 度 至 少 是 3。 证 明 不 存在 大 于 2 的 
整数 , 它 能 整除 G 的 每 个 回路 的 长 度 。 

2.7 浇 避 是 至 少 有 五 个 顶点 的 往 单 图 。 证 明 避 或 者 G 包含 一 个 
回路 。 

2.8 一 个 连通 图 中 的 任意 两 条 最 长 路 至 少 有 一 个 公共 顶点 。 

a TH : 


2.9 


2.10 


2.11 


证 明 ; 若 个 不 连通 ,上 则 ， 
(a) G' 连通 ; 
(b) diam( {7°) 委 2 
下 面 这 一 图 形 能 矢 三 笔 不 重复 画 成 ?为 什么 ? 


习题 2.10 


有 二 座 迷 宫 如 下 图 所 示 ., 请 画 出 该 速 宫 所 对 应 的 图 ,再 找 
一 条 从 进口 到 中 心 的 行走 路 线 。 


加 吓 


习题 2.11 
斌 证 明 : 著 上 是 力 阶 简单 图 ,G 中 每 一 对 不 相依 的 顶点 的 
度数 之 和 至 少 是 p - ] ,那么 G 是 连通 图 。 
设 C 是 连通 图 避 的 一 个 回路 ,e 是 CC 中 的 一 条 边 , 证 明 避 一 
e 仍 是 连通 图 。 
图 如 的 一 条 边 o 称 为 是 割 边 ,如 果 m(G -ee) > w{G) ,证 
明 人 的 一 条 边 e 是 刘 边 当 且 仅 当 。 不 会 在 GG 的 任何 
回路 上 。 
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he To ho 


kt 人 
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设 M = (m1) pxp 是 有 向 图 咏 的 邻接 算 阵 。 
R= M+M++M’ 
证 明 :(1) D 是 强 连 通 当 上 且 仅 当 民 , 中 没有 堆 元 素 ， 
(2) 站 是 单 向 连通 当 且 仅 当 RR,RI 中 除 对 角 元 素 外 
漫 重 元 素 。 
证 明 : 若 园 如 中 每 个 顶点 的 度 为 偶数 , 则 (无 伸 边 . 
(G)—1 
(a) 证 明 : 若 G: 是 简单 图 ,4(G) > [人 | 
连通 。 


, 则 避 


(b) 对 p> 1, 找 一 个 简单 图 G, 使 4(G) = ( ) 
pP(G) = pp 但 G 非 连 通 。 

用 定理 2.2.3 去 证 明定 理 2.2.2。 

证 明 : 若 是 上 连通 图 , 则 g(G) 守 hp(G)/2, 

设 台 是 非 平凡 连通 团 , 开 1 是 站 的 最 小 边 害 .证明 we 

El1) 一 2。 

G 的 一 个 边 割 忆 ” 称 为 是 极 小 边 害 ,如果 卢 ' 的 任意 一 个 真 

子 集 都 不 是 G 的 边 割 ,对 V(G) 的 非 空 真子 集 S$, 证 明 : 

[S,S] 是 G 的 极 小 边 制 当 且 仅 当 G(S) 与 G[S] 都 是 连 

通 的 、 

G 是 pp 阶 简单 图 ,uw 和 ww 是 已 中 两 个 不 相 久 的 顶点 ,满足 
do(u)j + di(V) 守 pp 

证明.( 是 2 连通 图 当 且 仅 当 (;+ uv 是 2 连通 图 ， 

证 明定 理 2.3.11。 

如 下 图 所 示 , 某 城市 有 三 个 位 置 { 晶 ,1 ,J 可 作 水 厂 的 三 

往 。 水 厂 需 要 从 菜 河 流 上 引水 ， 引 水口 的 位 置 有 

1A,B,C| 三 处 可 供 选 择 ,从 引水 口 出 来 的 引水 管线 要 经 

过 另外 一 些 地 区 .图 中 各 线段 上 的 数字 表示 建造 该 段 管线 
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的 费用 (万 元 ), 问 ; 
(1) 最 多 能 组 合 多 少 个 引水 方案 ? 
【2) 选 一 个 水 厂 位 置 及 引水 口 的 位 置 ,使 安装 帝 用 最 省 。 


5 全 3 


习题 了 .24 
2 .25 求 下 面 有 向 网 络 NN = (V,A,W) 的 一 条 最 址 (ao 一 uso 
路 。 
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2.26 给 如 于 所 示 的 两 个 图 G1 和 G; 定向 ,使 所 得 有 向 图 G1、 
是 强 连 通 的 。 


Gi {3 


习题 2.26 
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3 树 


3.1 树 的 基本 性 质 


在 第 1 章 的 1.1 节 中 提 到 基 尔 秆 夫 对 电网 络 的 研究 及 凯 菜 用 
图 对 有 机 化 学 中 间 分 异 构 体 个 数 的 计算 , 他 们 都 用 到 一 种 图 论 中 
常见 的 图 ,这 种 图 就 是 我 们 这 一 节 所 要 介绍 的 重要 的 一 类 图 “ 树 "。 

定义 3.1.1。 没有 回路 的 连 道 图 称 为 树 。 

树 之 所 以 是 重要 的 一 类 图 , 它 不 仅 在 于 图 论 本 身 ,由 于 树 是 连 
通 图 中 最 简单 的 一 类 图 ,许多 问题 对 一 般 连 通 图 未 能 解决 或 者 没 
有 简单 的 方法 ,而 对 于 树 , 则 已 圆满 解决 , 且 方 法 较为 简单 。 而 且 在 
许多 不 同 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 。 在 日 常事 务 关系 中 , 树 的 例子 是 
很 多 的 。 例 如 家 谱 图 就 是 其 中 的 一 个 ,在 小 说 《红楼 梦 》 中 的 开头 ， 
有 一 张 描写 荣 国府 中 主要 人 物 之 间 的 关系 表 ( 见 图 3.1)。 如 果 将 
每 个 人 用 一 个 顶点 来 表示 ,并 且 在 父子 之 间 连 一 条 边 , 便 得 到 图 
3.2 所 示 的 图 ,此 图 是 一 哥 树 。- 个 单位 各 部 门 之 间 的 上 下 级 关系 
也 订 以 用 树 来 表示 。 

在 通常 情况 下 ,我 人 用工 表 未 -- 棵 树 ,图 3.3 列 举 了 具有 六 个 
顶点 的 所 有 六 个 不 同 构 的 树 。 从 图 3.3 不 难看 出 , 树 正 是 从 这 一 类 
图 的 形状 而 得 名 的 。 下 面 几 个 定理 完全 刻 划 了 树 的 特性 。 

定理 3.1.1 一 个 简单 图 了 是 树 当 且 仅 当 了 中 任意 两 个 不 同 
顶点 之 间 有 且 只 有 一 条 路 连接 。 

证 明 设 丁 是 树 ,显然 对 G 中 任 两 个 不 同 的 顶点 4 和 w,G 中 
存在 (u -~ v) 路 ,而 且 只 有 一 条 路 ,否则 T 至少 有 一 个 回路 存在 。 

， 81 ， 


反之 , 若 了 中 任何 两 个 不 同 的 顶点 之 间 有 且 只 有 -条 路 。 显 
然 了 是 连通 的 ,而 且 必 无 回路 。 否 则 ,如 了 有 一 个 回路 ,那么 这 加 
路 上 的 任何 两 个 不 同 项 点 有 两 条 不 同 的 路 连接 它们 。 证 毕 。 


费 炙 慷 珠 机 宝玉 半球 


图 3.1 图 3.2 
用 3.3 
定理 3,1.2 下 述 论断 是 等 价 的 : 


《1) 图 是 树 ; 
(2) 个 连通 且 gfT)》 = p(T)-1; 
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(3) 工 无 回路 旨 9(T) = p(T)~1; 

(4) 全 连通 且 个 的 每 一 条 边 都 是 割 边 ; 

(5) 人 无 回路 ,并 且 对 了 中 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 2& 和 wv, 丁 
+ wz 有 上 只 有 一 个 回路 。 

证 明 {1) 坊 (2) 设 人 是 树 , 对 p(T) 施行 数学 归纳 法 。 当 
pT) = 1 时 ,全 实 Ki, 则 gCT) = 0 = p(T) - 1, 结论 成 立 。 设 
p(T) = 大 时 结论 成 立 。 现 在 考虑 天 +T 阶 的 树 工 。 由 于 人 无 回路 ， 
则 由 定理 2.1.1 知 5(T) = 16 设 dr(u) = 1, 则 一 & 仍 连通 并 
且 无 回路 。 所 以 了 ~ 是 上 阶 桂 ,由 归纳 假设 ,g(T-- 4) = p(T- 
A) -1 otT)-1= (p(T)-1)-1, 放 gq(T) = p(T)—1。 

{2)=>(3)》 设 了 满足 人 2), 要 证 明 (3) 成 立 , 只 要 证 明 了 无 回路 。 
车 荆 有 回路 分 ,在 CC 中 任 取 一 条 边 e, 则 全 -e 仍 是 连通 图 ,但 其 边 数 
dfT-e)=dwT)-1= p(7 了 ) -2, 这 与 定理 2.3.2 相 子 盾 。 

(3) 二 (4) ” 设 工 满足 (3), 先 证 明 个 连通 。 若 下 有 (之 2) 
个 连通 分 支 Ti ,了 ,…, 人 Ti, 易 见 每 个 分 支 均 是 树 , 则 由 (2) 可 知 
gtT) = p(T) ~ 1(i = 1,2,…, 上 上 ), 故 


g(T) = 79(T) = (p(T) 1) = 2 p(T,) 一 
= p(T)—-& 
因 外 实 2, 与 gtT) = p(T} -1 相 了 矛盾 ,所 以 本 连通 ,再 证 了 的 每 条 
边 是 割 边 , 让 。 是 7 了 的 任意 一 条 边 , 则 由 于 9(T) = p(tT) 一 1, 故 
q(T -ee) = g(T)-1= p(T)-2= p(T-e)-2 
由 定理 2.3.2 知 了 - e 非 连通 ,所 以 e 是 割 边 。 

(4) 坟 (5) 设 了 满足 !4): 由 于 个 的 每 一 条 边 是 割 边 ,所 以 工 
无 回路 ,又 因为 个 连通 , 故 了 是 树 。 设 x 和 ww 是 丁 中 任意 两 个 不 相 
邻 的 原点 ,由 定理 3.1.1 知 TT 中 存在 惟一 的 (x 一 wv) 路 P, 则 PU 
fav 就 是 了 + uw 中 惟一 的 回路 。 

(5) 志 (1) 设 工 满足 (3) ,证 明 人 是 树 。 只 要 证 明 了 连通 。 设 
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T 非 连通 ,在 下 的 两 个 不 同 分 支 中 各 取 一 个 顶点 zx 和 zw ,明显 地 代 
+ uv 仍 无 回路 ,与 全 满足 ($) 矛盾 。 故 人 连通 ,因而 人 是 树 。 证 毕 。 

定理 3.1.3 了 是 至 少 有 两 个 项 点 的 树 , 则 了 至 少 有 两 个 蕉 
挂 点 。 树 工 怡 好 有 两 个 悬挂 点 当 且 仅 当 工本 身 是 一 条 路 。 

证 阴 . 设 P= vovi…ws 是 TT 的 一 条 最 长 路 。 可 以 证 明 wo 与 
从 都 是 个 的 悬挂 点 。 否 则 ,车 dr(wo) 之 2, 则 由 于 了 是 最 长 路 ,wo 
的 所 有 邻 点 爹 会 在 P 上 , 故 存 在 i,0 < 所 ,vov; EE(T), 则 
vov1… vivo 就 构成 械 的 一 个 回路 ,与 全 是 树 巴 厦 , 所 以 wo 是 悬挂 
点 ,同样 可 得 vi 是 悬挂 点 。 

车 个 怡 好 有 两 个 悬挂 点 , 设 为 wx 和 ww, 则 对 V{T) 一 ,wv | 中 
每 个 顶点 +,dr(z+) 实 2, 应 用 定理 3.1.2, 可 得 

(p(T) -DD = 20(7) = 之 dr(7) 
=1+1+ >， dr(z) 


rE VIT)- Ta 


2+2(p(T) -- 2) 

因此 ,对 V(T) - {u,vw! 中 每 个 硕 点 zz, 均 有 dr(xz) = 2, 再 由 工 
的 连通 性 可 知 ,T 了 本身 是 一 条 路 。 证 毕 。 

由 树 的 定义 及 定理 3.1.2 可 知 , 连通 .无 回路 和 g(1T) = 
pT) -1 这 三 条 性 质 中 的 任何 两 条 都 足以 保证 图 了 是 树 , 因 而 都 
可 以 作为 树 的 定义 。 

定义 3.1.2 G 的 顶点 x 称 为 斜 点 ,如 果 满 足 w(tG -4)> 
w{G)o 

定理 3.1.4 树 的 每 一 个 非 晤 挂 点 都 是 下 的 制 点 。 

证 明 ” 设 全 是 p 阶 树 ,u 是 了 中 一 个 非 悬 挂 点 , 即 dr(u) 之 
2。 不 难看 出 了 工 - x 会 pp 一 1 个 顶点 ,其 边 数 为 

q(T)- dr(u) = p-1- dr(u) 
= p(T- wu) dra) < p(T—-u)}-1 
因而 一 不 是 树 , 显 然 卫 -uw 不 含 回路 ,所 以 芽 -wu 非 连 通 , 即 
.84 . 
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n 是 了 的 割 点 。 证 毕 。 
最 后 ,我 们 引进 图 的 离 径 .半径 与 中 心 的 概念 。 
定义 3.1.3 G 的 一 个 顶点 v 的 离 径 只 (zw) 定义 为 
R{v) = maxtd(v,u)l 
图 G 的 半径 RC(G) 定义 为 
RiGY = min{R(v)| 
所 有 满足 R(v) = R(G) 的 顶点 vw 都 称 为 G 的 中 心 。 
不 难看 出 ,一 个 图 G 的 直 和 从 4d(G) 为 max | R(v)}。 
例如 ,图 3.4 所 示 的 上 6G 中 ,R(ai) = Rlue) = R(ws) = 3， 
RO) = RR(u3) = R(ws) = 2, 故 局 的 直径 为 3, 半 径 为 2, 3, us 
与 zx3 是 殷 的 中 心 。 图 3.5 的 Ci 中 ,oz 与 站 是 女 ! 的 中 心 。 从 这 两 
个 图 可 知 ,图 的 中 心 一 般 是 不 惟一 的 。 


GI 


图 3.4 图 3.5 

图 的 中 心 有 很 明显 的 实际 意义 ,假设 图 GG 的 边 均等 于 单位 
长 ,在 每 个 顶点 处 各 驻 一 支 息 队 ,那么 如 果 将 指挥 部 设 在 G 的 中 
心 处 时 ,就 能 以 最 快 的 速度 将 部 队 集 合 于 扒 挥 部 所 在 地 。 

定理 3.1.5 设 已 = xiua…auditl 是 树 工 的 一 条 最 长 路 , 则 

《1) 工 的 直径 为 1; 

{2) 车 7 为 奇数 , 设 ! = 2&k - 1, 那么 了 的 半径 为 上 , 工 有 两 个 
相 邻 的 中 心 , 即 为 us 和 ww 41。 并 且 每 一 条 长 为 7 的 路 都 通过 这 两 个 
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中 心 ; 
(3) 若 7 为 偶数 , 设 ! = 2& ,那么 了 的 半径 为 & ,了 只 有 一 个 中 
心 , 即 为 wsie 并 且 每 一 条 长 为 ! 的 路 都 通过 中 心 wt,1。 
证 明 《1) 由 于 树 了 中 只 有 惟一 的 一 条 (ua -四 路 尸 , 故 
ca = ! 即 为 二 的 直径 。 
(2) 设 是 T 中 的 任意 一 个 顶点 , 则 
d{usu) + duyuzg) = dussu) + d(u, wuz) 
守 dwsuzs) = 2k—1 
所 以 d(u,w) 守 上 或 4 (umar) 裕 上 ,因此 的 离 径 R(a) 守 上。 
所 以 个 的 半径 R(T) 这 此。 
下 面 来 证 明 全 的 半径 为 ,中 心 是 必 和 过 ,is 
对 于 工 中 任意 一 个 顶点 & ,如果 在 P 上, 则 明显 地 (uur) 
委 有 如 果 w 不 在 PP 上 , 则 P 中 必 存 在 一 个 顶点 4(2 委 工 所 2 一 
1 = 站 ,T 中 有 一 条 连接 z 与 4 的 路 ,使 ga， 
; 424 都 不 在 QQ 上 ( 见 图 3.6 所 示 】。 


图 3.6 


由 于 王 是 人 的 最 长 路 ,所 以 有 了 以 下 两 不 等 式 : 
dusu) Ei-1l, dluu) 人 eit+1l-i 
如 果 所 天 ,由 于 可 om) = 天 一 宇 故 
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人 (一 人) 二 
7-1+k—-i= 上 -1l<k 
如 果 > 卡 , 则 
d(uyu) = du ui) + dtu, us) 
ti1i-i+ti—-kA=1+1-k 上 k= 上 
从 而 对 了 的 每 个 顶点 ww ,dlwins) 所 上, 玛 此 RGa) 筷 上 ;从 
而 RR(T) 所。 结合 R(T) 之 上 ,我 们 有 R(T) = ,并且 R(w) = 
点 , 即 vi 为 了 的 一 个 中 心 。 同 样 可 证 zz 也 是 了 的 一 个 中 心 。 
最 后 证 明 长 为 ! 的 每 一 条 路 己 一 定 通过 中 心 避 与 tio 设 广 
的 两 个 端点 分 别 是 wx 和 ww , 则 & 种 u' 均 不 在 P 土 ,在 PP 上 有 两 个 
顶点 wu; 和 wj(2 筷 ij 太 2k 一 1), 丁 中 存在 (4 一 上) 路 QR 和 (uw 
到 ) 路 Q;, 使 (V(Q1) -TaN VP) = B.(V(Q2) - {u,1) 
门 VCP) = 她 ,不妨 设 ; 系 郊区 图 3.6 所 示 )。 因 为 了 是 树 , 故 
天 = 人 UP) UaQ, 
如 果 工 委 了 所 大 , 则 
上 人 
iD + D+-1)=20-1) 
S21D)<248-1=1 
则 样 ,如 果 二 < 雪耻 , 则 wu) 过 1。 这 些 都 与 P' 是 长 为 1 的 
(zx 一 a') 路 相 矛 盾 。 因 此 ; 志 < j 这 就 证 明了 长 度 为 ! 的 路 一 
定 通过 了 的 中 心 如 和 aic 
(3) 与 (2) 类 似 可 证 明 。 略 。 证 毕 。 
该 定理 的 证 明 不 仅 给 出 了 树 的 直径 .半径 的 计算 方法 ,而 且 也 
给 出 了 树 的 中 心 的 计算 方法 。 
下 面 给 出 树 的 两 个 应 用 以 结束 本 节 。 
例 1 有 10 个 学 生 参 加 一 次 考试 ,试题 10 道 ,已 知 没 有 2 个 
学 生 做 对 的 题目 是 完全 相同 的 。 证 明 : 在 这 10 道 试题 中 可 以 找到 
一 道 坛 题 ,将 这 道 试题 取消 后 ,每 2 个 学 生 所 做 对 的 题目 仍然 不 会 
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完全 相同 。 

证 明 ”上 反 证 法 :用 10 个 顶点 wv(i = 1,2,…,10) 来 表示 10 位 
学 生 , 如 果 结 论 不 成 立 , 则 对 每 一 道 试题 h(l 入 有 二 10) ,如果 去 
掉 户 , 必 有 两 个 学 生 w 和 十 ,他们 做 对 的 题目 是 完全 相同 的 , 即 原 
来 wu 比 v 或 wv 比 语 恰好 多 做 一 题 .就 在 v; 和 zi 之 间 连 一 条 边 ， 
并 标 上 号 h( 如 果 有 好 几 对 ,我 们 可 以 任 取 其 中 的 一 对 )。 这 样 就 得 
到 一 个 具有 10 个 项 点 .10 条 边 的 简单 图 ,用 G 表示 。 由 定理 3.1.2 
知 ,G 不 是 树 。 因 g(G) = p(G),G 含有 回路 , 设 为 

C= ov Vi Wi 

则 沿 着 C 走时 ,每 通过 一 条 边 就 相当 于 解 出 的 题目 增加 或 减少 了 
一 道 题 ,并 且 增 减 的 题目 是 互 不 相同 的 。 现 在 对 这 回路 C 来 说 。 从 
vw 出 发 沿 C 走 一 圈 回 到 Ti ,就 相当 于 对 ai 做 对 的 题 中 增加 一 些 
再 减少 另 一 些 题目 ,最 后 的 结果 仍 是 i 原来 做 对 的 题目 。 这 是 一 
个 矛盾 。 

例 2 (1958 年 波兰 数学 奥林匹克 试题 ) 平面 上 有 x 条 线段 ， 
1 之 3, 其 中 任意 3 条 都 有 公共 端点 。 证 明 这 xn 条 线段 有 一 个 公共 
端点 。 

证 明 ”把 这 条 线段 的 端点 视 为 一 个 图 G 的 顶点 , 线 眉 为 0 
的 边 。 依 题 意 ,G 是 无 回路 的 连通 图 , 故 G 是 树 , 且 直径 为 2, p(G) 
=g(G)+1=n+1o 取 w€E V(G), 使 d(xu)= A(G), 则 do(u) 
实 2 车 存在 vw E VIG) - lal,dolv) 字 26 设 x ENetu)- 
tol,y EE Noe(vw) 到 | ,如果 uw € E(G), 因 GG 是 树 ,x 关 y 生 
d(xz,y) = 3, 与 d{G) = 2 了 矛盾 ;如 果 ww 所 E(G), 则 存在 zi 所 
Nela) — {rl,y EE Netw) — fy| ,此 时 GG 的 三 条 边 z ,wr ;vy 
无 公共 端点 ,与 题 设 矛盾 。 故 G 中 只 有 一 个 顶点 zx 是非 悬 挂 点 ,而 
其 余 2 个 顶点 是 悬挂 点 , 册 

27 = 2g{G) = Zolz) = de(u)+a 
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所 以 dc(u) = ,因此 就 是 这 x 条 边 的 公共 端点 ,也 即 为 n 条 线 
段 的 公共 端点 。 


3.2 生成 树 


在 这 一 节 我 们 将 讨论 以 树 作 为 子 图 的 情况 。 

定义 3,2,1 ”给 定 ~- 个 图 ,如 果 图 6 的 一 个 生成 子 图 了 是 
一 棵 笃 , 则 称 了 是 G 的 一 个 生成 树 。 

例如 ,在 图 3.7 所 示 的 图 中 ,了 ,Ts 和 Ts 都 是 G 的 生成 树 。 


i: 
了 Tn 7 


图 3.7 

明显 地 ,如 果 一 个 图 6 有 生成 树 , 则 G 一 定 连通 。 反 之 , 设 G 
是 一 个 连通 图 ,我们 本 以 通过 以 下 两 种 不 辣 的 方法 来 构造 图 G 的 
一 个 生成 树 

方法 -…: 破 种 法 。 设 G 是 一 个 连通 图 ,如 果 G 是 树 , 则 G 本 身 
就 是 G 的 一 个 生成 树 , 如 果 避 不 是 树 , 则 GG 至 少 有 一 个 回路 C, 在 
C 中 任 取 一 条 边 e , 赠 G -。 仍 是 连通 图 . 即 G = 如-e 是 G6 的 连 
通 生成 子 图 。 如 果 G1 仍 不 是 树 , 可 以 继续 这 过 程 , 直到 一 条 边 从 
最 后 一 个 同 路 中 去 掉 , 所 得 图 了 就 是 如 的 一 个 连通 生成 学 图 ,而 
且 没 有 回路 , 故 工 就 是 避 的 一 模 生 成 树 。 

方法 二 : 避 圈 法 。 设 G 是 一 个 连通 图 在 V(G) 中 逐次 添加 
天 { 仑 ) 中 的 边 ,要 求 每 次 添加 边 之 后 所 得 子 图 邦 不 会 回路 。 把 上 述 
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过 程 进行 到 无 法 再 进行 为 止 。 所 得 到 的 子 图 了 是 G 的 一 个 极 大 无 
回路 生成 子 图 ,了 就 是 G 的 生成 树 。 

这 样 我 们 就 构造 性 证 明了 下 述 定 理 : 

定理 3.2.1 G 是 连通 图 当 且 仅 当 G 含有 生成 树 。 

定义 3,2.2 设 了 是 连通 图 G 的 一 棵 生成 树 , 称 了 = G - 
E(T) 为 工 的 余 树 。 开 中 的 边 称 为 树枝 (或 简称 为 枝 )。 工 中 的 边 称 
为 如 关于 了 的 弦 。 

不 难看 出 连通 图 G 的 生成 树 人 所 含 的 树枝 和 弦 的 条 数 分 别 
是 p(G) -1 和 9g(G) 一 p(G) +1 它 们 与 生成 树 的 选取 无 关 。 

在 这 里 要 注意 ,生成 树 的 余 树 未 必 是 树 , 而且 未 必 是 连通 的 。 
图 3.8 给 出 了 连通 图 G 的 一 个 生成 树 个 及 其 余 树 工 。 


图 3.8 
定理 3.2.2” 设 本 是 G 的 一 个 生成 树 ,TT 是 GG 关于 荆 的 余 树 ， 


则 

(1) E(T) 中 不 含 G 的 任何 边 割 ; 

(2) 对 工 中 任何 一 条 边 e,E(T + e) 有 和 且 只 有 6G 的 一 个 极 小 
边 割 ; 

(3) 对 他 中 任何 一 条 边 e,T + e 含有 惟一 的 一 个 回路 。 

证 明 (1) 对 E(T) 中 任意 一 个 边 子 集 FE', 由 于 T=6G- 
E(T), 全 是 G - E’ 的 生成 子 图 ,也 即 G - E’ 含 有 生成 树 。 由 定理 
3.2.1 知 ,G - EE’ 是 连通 图 ,因此 EE' 不 可 能 构成 G 的 边 害 ,这 就 证 
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明了 (1) 成 立 。 

(2) 对 个 中 任何 一 条 边 。, 因 为 了 是 树 , 了 - * 怡 有 两 个 连通 
分 支 , 设 它们 是 了 和 T;, 记 Vi = V{T), 则 Vi = V(T2), 显 然 
G 有 一 个 边 寡 [Vi VC 开 ( 工 +e) ,并且 G- [Vi,Vi] 恰 有 两 
个 连通 分 支 G[V 上 与 GfV], 于 是 [ YYVi] 就 是 售 在 E( 了 +e) 
中 G 的 一 个 极 小 边 割 (参见 习题 2.21) 。 现 来 证 明 E{T + e) 只 会 
GG 的 一 个 极 小 边 割 。 

设 EE' 生 E( 于 +e) 是 如 的 一 个 不 同 于 [ Vi, Vi ] 的 极 小 边 割 ， 
则 由 (1) 可 知 ec € EE', 并 且 全 -ee 是 G -EE 的 生成 子 图 ,由 于 EE 
与 [ Vi, Vi] 是 G 的 两 个 不 同 的 极 小 边 割 ,不 妨 设 存在 e E [Vi， 
立 ] -五 ', 则 (人 -ee)+e 是 G 一 忆 ' 的 一 个 生成 子 图 , 现 由 e  E 
[Vi, Vi] 可 知 (T-e)+e 是 连通 的 ,因此 G -FE' 连 道 ,这 与 E” 
是 G 的 一 个 极 小 边 割 相 矛 盾 。 这 样 [ Vi, Vi] 是 E( 了 +e) 中 G 的 
惟一 的 一 个 极 小 边 割 。 

(3) 此 结论 即 为 定理 3.1.2(5)。 证 毕 。 

从 定理 3.2.2{3) 可 发 现 ,对 于 每 一 个 连通 图 如 及 它 的 一 个 生 
成 柑 了 ,关于 了 的 弦 有 afG) - pf0G) +T1 条 ,办 而 G 至 少 含有 
g(G) -ApG)+1 个 不 同 的 回路 。 

定义 3.2.3 设 工 是 G = (V,E) 的 一 个 生成 树 ,v 是 6G 的 一 
个 顶点 , 若 对 于 VW 一 1v1 的 任 一 下 点 uw, 有 dr(v,u) = dclv,u)， 
则 称 工 是 G 关于 vw 的 保 距 生成 树 。 

定理 3.2.3 ” 设 v 是 连通 图 G 的 任意 一 个 顶点 。 则 存在 上 关 
于 ” 的 保 距 生成 树 。 

证 明 ”首先 作 V(G) 的 点 子 集 ; 

Vi= lutluE VIG),d(v,n) = i 
对 一 切 i = 1,2,…,R(v)oi 记 Vo = {lvle 
因为 G 是 连通 图 , 故 
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V(G) = Vo U Vi U…U Veny 
从 V.; 的 定义 可 知 ,对 V; 中 每 个 顶点 uw, V;-i 中 至 少 存在 一 个 
顶点 4 ,使 wu  € E(Q)。 现 在 作 G 的 一 个 生成 子 图 本 :对 V; 中 每 
一 个 顶点 4 ,在 局 中 取 一 条 边 e。 = uw ,使 4 € Vi = 1,2， 
…, 民 (wv))。 以 这 些 边 作为 本 的 边 集合 。 
从 工 的 构造 不 难看 出 本 全 有 pp 一 1 条 边 ,下 面 证 明 对 全 中 每 
个 不 同 于 > 的 顶点 ,有 
drlu.v) = do{n, vw) 
设 w€ Vi, 当 i = 1 时 , 则 明显 地 
dr(us0) = doluso)= 1 
归纳 假设 当 ; < 时 结论 成 立 , 对 uw € Vi, 由 TT 的 构造 ,存在 
和 Vj uu 人 E(T), 出 归纳 假设 
dr{u ,vu) = de(lu ,Uv) 
但 根据 Vi 的 定义 以 及 wu’ 所 E(T) ,我 们 有 
dr{lusw) = drlu’ ,wv)+1 
doluysvu} = deolu’ ,vw)+1 
所 以 drlu,v) = de(u,v) 
这 就 证 明了 对 工 中 每 个 顶点 关 v, 有 drlau,v) = dclu ,v2)。 因 
而 了 也 是 连通 图 。 由 定理 3.1.2 知 , 荆 是 树 ,所 以 丁 就 是 G 的 关于 
2 的 保 距 生成 树 。 证 毕 。 
例如 ,图 3.9 中 的 工 是 G 的 关于 4% 的 保 距 生成 树 。 
给 定 一 个 连通 图 , 求 它 的 生成 树 的 数目 ,这 是 图 论 中 树 的 计数 
问题 ,这 在 化 学 分 子 结构 理论 及 计算 机 科学 中 有 重要 的 应 用 。 
设 G = (V,E) 是 一 个 连通 图 ,V = fv,v2, ,vp| ,人 与 
T, 是 避 的 两 个 生成 衬 , 如 果 EE(Tj) 半 ECT;), 则 认为 个 与 了 2 是 
GG 的 两 个 不 同 的 生成 树 。G 的 生成 树 个 数 用 tr(G) 表示 。 
要 注意 的 是 :r(G) 并 非 是 G 的 不 同 构 的 生成 树 个 数 。 例 如 ， 
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图 3.9 
对 于 K。 来 说 ,只 有 6 棵 互 不 同 构 的 生成 树 , 如 图 3,10 所 示 。 但 从 
下 面 定理 3.2.5 可 知 , K。 却 有 6: = 1296 棵 不 同 的 生成 树 。 
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图 3.10 

下 面 介 绍 -… 个 求 G 的 生成 树 个 数 r(G) 的 递 推 公式 。 

首先 给 出 图 G 的 一 种 运算 。 设 * = xc 是 G 的 -一 条 边 ( 不 是 
环 ) ,在 心中 删 去 边 e ,再 在 G - e 中 重合 e 的 两 个 端点 uu 和 w 为 一 
个 新 的 顶点 wk(ay,o)o 而 后 中 除 e 外 一 切 与 4 和 w 关联 的 边 都 改 成 
与 这 个 新 顶点 wt{u,w) 相关 联 。 这 样 所 得 到 的 图 称 为 G 收缩 边 。， 
记 为 扣 - ee 图 3.11 给 出 了 这 种 收缩 运算 的 过 程 。 

定理 3.2.4 设 避 是 无 环 团 ,e 是 G 的 一 条 边 , 则 

tr™(G} = r(G -ee)+ r+ e) 
证 阴 ”我 们 用 J 表示 G 的 所 有 生成 树 集 合 , 用 边 。 把 的 元 
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素 分 成 两 类 :第 一 类 是 G 含 e 的 生成 树 全 体 , 用 记 表示 ;第 二 类 是 
G 的 不 含 e。 的 生成 树 全 体 , 用 J, 表示 , 则 
rtG)= 171= | + 7 
由 于 GG-e 是 G 的 生成 子 图 ,G -的 每 个 生成 树 都 是 G 的 不 
会 e 的 生成 档 , 因 而 属于 Ja。 而 6 的 每 一 襟 不 含 e 的 生成 树 显然 也 
是 殷 -e 的 生成 树 , 所 以 有 
rG-e) = jjJa| 
而 对 于 避 的 含 e 的 每 一 棵 生成 树 开 ,了 . e 就 是 G -。 的 一 棵 
生成 树 。 反 之 ,对 Ge 的 每 一 棵 生成 树 了 ,只 变 在 了 "中 把 由 e 收 
缩 而 成 的 新 顶点 还 原 , 即 得 G 的 含 * 的 生成 树 ,因此 万 中 的 树 与 
GG 、。 的 生成 树 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 。 故 
rte)= |1| 
因此 我 们 有 r(G) = r(G -ee)+rG…e)。 证 毕 。 
图 3.12 说 明了 用 定理 3.2.4 的 结果 来 推算 r(G)。 为 了 简洁 ， 
仍 用 图 本 身 来 表示 该 图 的 生成 树 个 数 。 另 外 ,由 于 一 个 图 的 环 不 含 
在 任何 生成 树 中 ,在 计算 r(G) 过 程 中 ,如 果 出 现 环 ,可 以 去 掉 。 
上 述 定理 虽然 给 出 了 计算 生成 树 个 数 的 一 个 方法 ,但 当 给 定 
的 图 的 顶点 数 和 边 数 都 较 大 时 ,这 个 方法 非常 繁杂 ,不 切实 用 , 当 
G 是 一 个 完全 图 K, 时 ,英国 数学 家 凯 药 (Gayley) 早 在 1889 年 就 
给 出 了 zr(KK,) 的 一 个 简单 的 计算 公式 。 
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图 3.12 
定理 3.2.$ 对 于 p 守 2,r(K,) = pr 。 
证 明 ” 设 V(K,)= 11,2,…,p| ,不 难看 出 集合 
VR) = 区 aaa ap la pi=12,.p-2| 
含有 ptr“ 个 元 如 ,故我 们 只 和 需 证 明 由 K，, 的 生成 树 构成 的 集合 与 
VtR) 能 建立 一 一 对 应 关系 。 

对 K。 的 每 一 个 生成 树 丁 , 按 以 下 方式 构造 一 个 长 为 p -2 的 
序列 (a1,42，,…,ap-2): 设 1 是 TT 中 标号 最 小 的 悬挂 点 ,a1 是 工 
中 与 5 相 邻 的 顶点 , 现 从 工 中 删 去 0 ,人 -1 仍 是 一 棵 树 ,让 8 是 
T - 切中 标号 最 小 的 悬挂 点 ,az 是 在 了 - 呈 中 与 2 相 邻 的 顶点 
的 标号 ;重复 这 个 过 程 , 直 至 a,_; 被 确定 。 留 下 来 恰好 是 两 个 顶点 
的 一 标 树 。 这 就 得 到 了 由 个 惟一 确定 的 长 为 p ~2 的 一 个 序列 (a.， 
aa: ap)o 例 如 图 3.13 药 兵 ; 的 一 棵 生成 树 了 所 产生 的 序列 为 
《1.3,1,3,3)。 
反之 , 任 取 (a1,az,… ,dp-2) E YEKn); 应 用 上 面 的 逆 过 程 可 求 
得 上, 的 一 柳生 成 罕 。 首 先 注 意 到 了 的 每 个 顶点 wu 在 (al,a2,…， 
an -2) 中 共 出 现 drtu) -~ 下 次 于 是 工 的 悬挂 点 恰好 是 在 该 序列 中 未 
出现 的 那些 顶点 的 标号 ,现在 可 按 以 下 方式 由 (41,az,… ,4-2z) 构 
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造 K, 的 一 个 生成 树 了 : 设 站 是 V(Ep) -as,42,… ,4ap-z| 中 的 最 
小 值 , 则 连接 5 与 al ,其 次 令 交 是 V- | 5,az， ar- 中 的 最 小 
值 ,并 连接 5 与 ca ;重复 这 过 程 , 直 至 确定 了 户 一 2 条 边 六 al,2aca， 
2ap-2o 现在 添加 这 样 一 条 边 它 连 接 V(K,) - 
[51.52, ,D6-z| 中 剩 下 的 两 个 顶点 。 这 样 就 构成 了 Kj 的 一 个 生成 
树 了 。 例 如 ,以 序列 (2,3,2,4,3) 为 例 ,依次 连接 的 边 是 12,53,62， 
24,43.37。 得 到 如 图 3.14 所 示 的 Kj 的 生成 树 三 。 


图 3,.13 图 3.14 


从 天。 的 任 一 个 生成 树 了 出 发 ,可 以 构造 由 惟一 的 一 个 序列 ; 
所 这 个 序列 出 发 , 按 上 面 的 规则 又 可 以 构造 出 与 它 对 应 的 惟一 的 
一 个 生成 树 , 显 然 这 个 生成 树 就 是 原来 的 生成 树 了 。 所 以 K, 的 生 
成 桂 全 体 构成 的 集合 与 V**(,) 能 建立 一 一 对 应 , 故 
r(K,) = | VK = po 
证 毕 。 


3.3 最 优生 成 树 


为 了 给 一 些 乡 村 联合 供水 ,必须 在 各 村 之 间 建 造 管线 系统 , 设 
计 规 划 自 然 得 考虑 经 济 的 和 其 他 的 因素 ,往往 适 画 一 个 略图 ,用 纸 
上 的 点 表示 乡村 ,用 一 组 边 对 应 于 各 乡村 间 的 管线 ,那么 这 个 图 必 
定 是 连通 的 简单 图 。 
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我 们 来 讨论 这 个 图 G , 它 的 顶点 对 应 于 乡村 , 而 边 对 应 于 建 
造 各 乡村 间 的 管线 。 计 算 好 一 个 管线 的 建造 费用 并 且 加 注 在 对 应 
的 边 旁 , 边 。 旁边 的 数字 叫做 边 费用 , 记 为 zke)( 即 为 边 e 的 权 )。 
这 样 我 们 就 得 到 一 个 赋 权 图 , 则 要 设计 一 个 总 造价 最 小 的 答 线 系 
统 ,就 归结 为 在 赋 权 图 中 找 出 具有 最 小 权 的 连通 生成 子叶 。 由 于 权 
表示 造价 , 当然 是 非 负 的 。 所 以 我 们 可 以 断定 最 小 权 生 成 子 图 是 


G 的 一 棵 生成 树 。 

定义 3.3.1 ”连通 赋 权 图 中 具有 最 小 权 的 生成 树 称 为 最 优生 
成 树 简 称 最 优 树 。 

这 样 要 设计 一 个 总 造价 最 小 的 管线 系统 ,就 归结 为 在 峰 权 图 
中 找 最 优生 成 树 。 


1956 年 克拉 斯 科 (Kruskal) 给 出 了 在 连通 赋 权 图 G 中 求解 最 
优生 成 树 的 算法 .这 个 算法 称 为 Kruskal 算法 。 

Kruskal 算法 

(1) 在 G 中 选取 边 ei ,使 ww(e1) 尽 可 能 小 。 

(2) 车 已 选 定 边 ej,e2,… sei. 则 从 ECG) -ee 中 
选取 边 ej11 ,使 稀 足以 下 两 条 ， 

全 Geeayeiyeis 不 全 回路 ; 

名 在 满足 外 的 前 提 下 ,使 w(ei,,) 尽 可 能 小 ; 

(3) 当 (2) 不 能 继续 执行 时 ,停止 。 

在 这 里 需要 说 明 的 有 是 由 Kruskal 算法 得 到 的 图 了 ”= G[e， 
earetl 是 0 的 生成 树 , 这 是 因为 算法 的 每 一 步 都 不 允许 出 现 
回路 , 故 了 T" 中 无 回路 , 当 GGEes,ez,… ,es | 不 是 G 的 生成 树 时 , 即 
G[el,… ,er |] 不是 生成 子 图 ,可 以 并 E(G) - eye， 中选 
出 边 e, ,1 ,使 得 wi 的 端点 至 少 有 一 个 不 在 G2 [ey ,ey,… ,ep] 上 , 因 
此 C[elez eye 无 回路 ,从 而 存在 满足 算法 (2) 的 边 eei， 
也 即 Kruskal 算法 在 第 才 步 后 还 可 以 继续 。 矛 盾 。 若 G[ej ,ey,…， 
ei] 不 连通 ,由 于 避 连 通 ,在 人 中 可 以 取 - 一 条 连接 G[ eyez，…es] 
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的 两 个 连通 分 支 的 一 条 边 et 因而 Gfel,es,… ,ehse'h:1] 也 无 
回路 ,此 时 Kruskal 算 法 仍 可 继续 进行 , 义 是 矛盾 , 故 了 ”= Gfer， 
eet 是 G 的 生成 树 。 
还 需 说 明 的 是 由 Kruskal 算法 求 得 的 生成 树 T" 是 G 的 最 优 
树 。 在 证 明 这 一 结论 之 前 。 先 看 一 个 求 最 优 树 的 具体 例子 。 
考察 图 3.15(a) 的 赋 权 图 6G, 其 中 顶点 了 表示 水 源 , 用 水 的 乡 
村 记 为 wuz,za,ud,za5 水 管 只 许 洛 着 图 的 边 数 设 。 边 旁 侧 的 数 
字 表 示 对 应 水 管 的 建设 费用 (以 10 000 个 货币 单位 )。 图 3.15 从 
(b) 到 (f) 的 各 个 图 中 的 粗 边 标 出 来 的 图 表示 对 G 施行 Kruskal 算 
法 时 逐步 得 到 的 图 。 最 后 3.15(1) 中 用 粗 边 标 出 的 图 就 是 经 
Kruskal 算法 而 得 到 前 G 的 最 优生 成 树 。 其 费用 是 19 个 单位 。 
定理 3.3.1 由 Kruskal 算 法 构 作 的 任何 生成 树 T* = G[el， 
e2，… ;2p-1] 都 是 G 的 最 优生 成 树 。 
证 明 ”前 面 已 经 说 明了 了 “是 G 的 生成 树 。 设 T' 不 是 蕊 的 
最 优生 成 树 。 对 G 的 任何 异 于 了" 的 生成 树 了 , 定义 了 的 函数 
f(T) 如 下 : 
f(TY = min1i1e; 不 在 全 中 } 
选取 G 的 一 棍 最 优 树 To, 使 f(To) 最 大 。 设 f(To) = &, 则 
e142 ,El 同时 在 To 中 和 TT" 中 ,但 6 不 在 To 中 。 由 定理 
3.1.2(5) 知 To + e; 包含 惟一 的 一 个 回路 , 记 为 C。 则 C 中 至 少 有 
一 条 边 设 为 e 不 在 TT" 中。 取 
T = (To+e)— e's 
则 个 ' 是 含有 p(G) 一 1 条 边 的 连通 图 ,因此 了 T 也 是 G 的 生成 树 ， 
易 得 
WT’) = WTo) + wtle) — wle't) (1) 
由 于 Kruskal 算法 中 选取 的 边 e; ,是 使 G[ei, es,… ,et] 为 无 回路 
图 的 权 最 小 的 边 ,而 GLej,e2，… ,er-1se 是 To 的 子 图 , 它 也 是 
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图 3.15 


无 回路 图 ,于 是 可 得 

w{e') 2 wle,) (2) 
结合 式 {1) 和 式 (2) 有 

W(T’)}& W(T) 
所 以 了 也 是 G 的 一 栋 最 优 和 树 。 然 而 , 由 于 ferez ee 上 | S 
ELT'), 我 们 有 

HAT)}Y>E= f(To) 


与 To 的 选取 相 了 矛盾。 因此 了 了" 是 G 的 最 优生 成 树 。 证 毕 。 

Kruskal 算法 的 框图 如 图 3.16 所 示 。 通 过 对 各 框图 的 讨论 , 易 
计算 出 该 算法 的 计算 量 为 /(p,g) = 0(22)。 因 此 Kruskal 算法 是 
一 种 有 效 算法 。 


2.071 和 条 边 
按 权 由 小 到 | 大 
排列 为 


图 3.16 


下 面 得 介绍 - -种 求 最 优生 成 树 的 方法 . 称 为 破 圈 法 .这 个 方法 
是 由 Rosenstiehl 和 管 梅 谷 各 自 独 立 给 出 的 。 
设 人 是 连通 赋 权 图 , 芳 G 不 是 树 ,网 CG 中 必 有 回路 ,我 仆 删 去 
G 中 全 于 某 回路 内 权 最 大 的 一 条 边 ,所 得 图 记 为 G1,G 是 台 的 连 
通 生 成 子 图 ,下 一 步 ,车 1, 不 是 树 ,又 从 G1 的 某 回 路 内 删 去 权 最 
大 的 一 条 边 , 如 此 下 去 , 最 后 不 能 按 上 述 方式 删 边 时 ,得 到 的 图 
T" 便 是 G 的 一 棵 生成 树 与 定理 3.3.1 类 似 可 证 了 ”是 G 的 最 
优生 成 树 。 
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3.17 夯 出 了 由 上 述 破 图 法 逐次 去 边 得 到 的 Go 图 3.17(f) 
是 所 得 到 的 G 的 最 优生 成 树 , 术 为 17。 


3.4 树 形 图 


在 前 儿 节 考虑 了 无 向 图 中 树 的 性 质 及 最 优生 成 树 算法 ,有 向 
图 中 就 要 讨论 有 向 树 和 和 树 形 图 ,它们 在 计算 机 算法 ,计算 机 程序 中 
有 着 重要 的 作用 。 此 外 ,有 向 树 常 用 来 描述 带 有 “体系 ”性 质 的 结 
构 , 如 图 书馆 的 书籍 分 类 等 。、 

定义 3.4.1 一 个 有 向 图 用 ,如果 咯 去 每 条 强 的 方向 时 所 得 
无 向 图 是 一 棵 树 ,就 称 D 为 有 向 树 。 

在 图 3.18 中 ,(a) .(b) ,(c) 所 示 的 有 向 图 均 为 有 向 树 。 现 在 我 
们 主要 讨论 一 类 像 人 b) .人 ce) 所 示 的 重要 的 有 辕 树 , 即 为 树 形 图 , 定 
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义 如 下 : 


{4) (Ch) (ce) 


图 3.18 


定义 3.4.2 ”车 一 操 有 向 树 恰 有 一 个 项 点 的 人 度 为 0, 其 余 所 

有 顶点 的 人 度 为 1, 则 称 为 该 有 向 树 为 构 形 图 ,人 度 为 0 的 顶点 称 
为 树 形 图 的 根 * 人 度 为 1 出 度 为 0 的 顶点 称 为 糙 形 图 的 树叶 。 入 度 
为 1, 出 度 非 零 的 顶点 称 为 内 点 。 又 将 内 点 同根 统称 为 分 支点 。 
” ”由 于 树 形 图 具有 一 根 ,因而 树 形 图 也 常 称 为 根 树 。 在 树 形 图 
中 ,从 根 v 到 其 余 每 个 顶点 w 有 惟一 的 一 条 有 向 路 ,其 长 度 1(4) 
称 为 该 点 的 层 数 。 称 度数 相同 的 顶点 在 尊 一 层 上 , 层 数 越 大 的 项 
点 所 处 的 层 越 高 . 层 数 最 大 的 顶点 的 层 数 称 为 树 形 图 的 高 。 


Wh, 


图 3.19 图 3.20 
在 图 3.19 中 ,vo 是 根 ,vs, vos v7 ,v8;v9 是 树叶 ,vw wy, v3 
v4 是 内 点 ,vo ,vi ,v2,v3, vw 统称 为 分 支点 -顶点 vo 的 层 数 为 0， 
顶点 w1 ,v2 的 层 数 为 1 ,顶点 v3,v4,vws 的 层 数 为 2, 顶点 v6 ,v7， 
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us ,us 的 层 数 为 3, 这 棵 树 形 图 的 高 为 3。 

例 1 用 树 形 图 可 以 表示 家 庭 之 间 关 系 。 

设 某 祖宗 a 有 两 个 儿子 5、 
c0 与 ec 分别 有三 个 儿子 de .7 
及 gh .i; 而 d 及 g 分 别 又 有 一 
个 儿子 j 及 &。 这 样 的 家 庭 关 系 
可 以 用 如 下 的 树 形 图 4 表示 4 
(图 3.21): 

我 们 把 树 形 图 也 称 次 家 族 / 
树 。 同 时 也 给 类 似 的 一 些 术 语 。 

定义 3.4.3 ” 设 2， 是 树 形 
图 的 分 支点 , 若 从 4 到 ww 有 一 条 强 (u,w), 则 称 w 为 uw 的 儿子 或 
4 为 古 的 父亲 ,着 一 分 支点 有 两 个 上 儿子 , 则 称 它 们 为 兄弟 。 若 从 za 
到 = 有 一 条 有 向 路 , 则 称 = 是 zu 的 子孙 ,或 称 w 是 z 的 祖先 。 

树 形 婴 概念 非常 重要 , 原因 在 于 它 描述 了 一 个 离散 结构 的 层 
次 关系 ,而 层次 结构 是 一 种 重要 的 数据 结构 ,所 以 树 形 结构 在 相当 
广泛 的 领域 中 有 它 的 应 用 。 有 时 只 要 考虑 某 一 层次 上 某 分 支点 为 
根 的 局 部 层次 关系 ,因此 引 人 和 人 下面 的 概念 。 

定义 3.4.4 设 4 是 竺 形 图 了 的 任 一 顶点 ,以 为 根 ,uw 及 其 
所 有 子孙 所 组 成 的 顶点 集 记 V',w 到 这 些 子 孙 的 有 向 路 上 所 有 弧 
组 成 的 绝 集 记 为 E', 称 了 的 子 图 了 (VWV’ ,E') 为 以 为 根 的 子 树 。 

根据 树 形 图 的 定义 , 树 形 图 的 画 法 可 以 是 任意 的 ,但 人 们 常常 
将 根 画 在 最 上 方 ,这 样 强 的 箭头 的 方向 就 均 向 下 ,因而 可 省 掉 全 部 
箭头 ,不 会 发 生 误解 ,将 图 3.19 所 示 的 树 形 图 可 画 成 图 3.20 所 示 
的 立 。 

上 上 面 我 们 讨论 树 形 图 时 ,没有 考虑 同一 分 支点 连 出 的 弧 的 次 
序 ,例如 图 3.22(a),(b) 所 示 的 树 形 图 就 是 这 样 ,它们 是 相同 { 同 
构 ) 的 树 形 图 ,但 是 在 计算 机 科学 中 的 许多 具体 问题 (如 编码 理论 
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图 3.24 


和 程序 语言 等 ) 一 定 要 考虑 这 种 弧 的 次 序 。 为 此 ,我 们 来 引进 有 序 
树 的 概念 。 


th 


[| 


{ay {hb) te} id} 


图 3.22 


-定义 3.4.5 ”如 果 在 树 形 图 中 规定 了 每 一 层 上 怖 点 的 次 序 ， 
这 样 的 树 形 图 称 为 有 序 树 。 

一 般 地 ,在 画 出 的 有 序 树 中 ,同一 层 上 顶点 的 次 序 为 从 左 到 
右 。 也 可 以 用 弧 的 次 序 来 代替 顶点 的 人 次序。 在 图 3.22(c)、(d) 中 的 
有 序 树 是 不 同 的 ,而 它们 对 应 的 树 形 图 却 相 同 的 。 

定义 3.4.6 设 了 为 一 棵 树 形 图 。 

(1) 车 了 的 每 个 分 支点 ww, 有 d* (wv) 所 mm , 称 该 树 形 图 为 m 
元 树 ; 

(2) 车 T 的 每 个 分 支点 v, 有 d' (vw) = 六 , 称 该 树 形 图 为 m 
元 正则 树 ; 

(3) 车 mm 元 树 T 是 有 序 的 , 则 称 人 本 为 m 泡 有 序 树 ; 

(4) 车 mw 元 正则 树 T 了 是 有 序 的 , 则 称 丁 是 mw 元 有 序 正则 树 ; 

(5) 车 工 是 元 正则 树 , 且 所 有 树叶 的 层 数 均 相 同 , 则 称 人 
为 m 元 完全 正则 树 。 

在 图 3.23 中 ,(a) 是 二 哆 树 ,(b) 是 二 元 有 序 树 ,(c) 是 二 元 正 
则 树 ,(d) 是 二 元 有 序 正则 竺 。 

一 类 重要 的 mm 元 (有 序 ) 树 是 二 元 (有 序 ) 树 及 二 元 (有 序 ) 正 
则 树 。 对 于 二 元 有 序 树 ,一 个 分 支点 的 左右 两 个 儿子 为 根 的 子 树 分 
别称 为 左 子 树 和 右 子 树 。 
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图 3.23 
例 2 算术 表达 式 a -b+ + 邱 j 可 以 用 图 3.24 中 的 二 元 
有 序 树 来 表示 。 所 有 运算 对 象 都 处 于 树叶 的 位 置 ,所 以 运算 符 都 处 
于 分 支点 的 位 置 。 


图 3.24 


定理 3.4-1 在 二 元 正则 树 了 了 中, 它 的 分 支点 数 +r 和 和 料 叶 数 : 
满足 : 


rr 二 了 一 荆 
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证 明 ”因为 正则 二 元 树 人 的 弧 数 为 "+ 上 一 1, 预 点 度数 的 总 
和 为 2+3(r -1) + to。 由 顶点 度数 与 边 数 的 关系 ,有 
2(r+r-1)=2+3(tr-1)+t 
故 rr 一 上 一 1 证 毕 。 
类 似 可 证 在 mz 元 正则 树 中 有 ( -Dr= 上 一 1。 
定理 3.4.2 设 个 是 二 元 正则 树 ,r 为 工 的 分 支点 数 ,为 各 
分 支点 的 层 数 之 和 ,L 为 各 树叶 的 层 数 之 和 , 则 
L=J1+2r 
证 明 ”对 分 支点 数 r 进行 归纳 。 
r 二 1 时 ,1 = 0,L =2,1L = 了 了 +2r 上 成立. 设 + = 上 时 结论 成 
立 , 下面 证 明 y = 训 + 1 时 结论 也 成 立 。 设 荆 的 高 度 为 ,存在 树叶 
vi: 它 的 层 数 为 hh, 因 工 是 二 元 正则 树 , 存 在 ww 的 兄弟 w ,ww 的 层 数 
也 为 及 。 设 mm 与 的 父亲 为 上 ,删除 顶点 v;,w 得 树 形 图 工 , 则 人 
也 是 二 元 正则 树 ,w 为 了 的 树叶 ,mu 的 层 数 为 h - 1 设 了 的 分 支 
点 数 为 7' ,各 分 支点 层 数 之 和 为 了 ,各 树叶 的 层 数 之 和 为 工 -。 易 得 
-=r-1,7T=1-(h-1) 
L =L-2hk+(h -D7=L-h-1l 
由 归纳 假设 ,在 T 中 有 下 面 等 式 成 立 : 
L'=1+2r’ 
即 L-A-1=1-(hA-1)+2(r~-1) 
经 过 整理 有 
L= 1+2r 证 毕 。 
类 似 可 证 在 mw 元 正则 树 中 有 IL = (mm -1)T+ mr, 留 给 读者 
作为 习题 。 
下 面 我 们 来 讨论 树 形 图 的 树叶 带 权 的 带 权 树 问题 ,其 中 最 重 
要 的 是 带 权 二 元 树 ,这 概念 在 编码 理论 中 有 重要 应 用 。 
定义 3.4.7 设 了 为 一 棵 二 元 树 , 共 有 : 片 树叶 ol, mvz，…， 
vi; 分 别 带 权 zl wu 为 实数 ) , 则 称 工 为 带 权 二 元 树 。 
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而 称 
W(T) = DY wlw) 
为 二 元 树 的 权 , 其 中 1(z;) 是 叶 w; 的 层 数 。 
在 所 有 的 带 权 wi, 志 2，…,w, 的 + 片 树叶 的 二 元 树 中 ,其 中 权 
最 小 的 称 为 最 优 二 元 树 。 
例 3 ”对 于 带 权 3,5,7,9 的 二 元 树 。 如 图 3.25 所 示 , 其 中 (6) 
给 出 一 棵 最 优 树 。 


闭 3.25 

给 了 :个 权 友 1 ,rw2 ,Tw ; 求 1 片 树叶 的 最 优 二 旗 树 的 算法 
是 根据 Huffman 定理 给 出 的 ,因而 ,我 们 先 来 证 明 Huffman 定理 。 
为 证 明 Huffman 定理 ,又 需要 证 明 下 面 引 理 。 

引 理 3.4.3 存在 一 棵 带 权 zi 委 ma 委 … 扫 世 的 最 优 二 元 
树 了 ,使 在 了 中 ,一 定 能 使 带 权 wj, my 的 顶点 为 兄弟 , 且 它 们 的 
层 数 相同 , 均 为 树 高 。 

证 明 ” 放 古 景 带 梳 z4 rr.…. 的 镶 作 一 元 树 - 存 T. 中 
设 vo 是 层 数 最 大 的 分 支点 之 一 , 它 的 两 个 儿子 ww 和 mm 都 是 树叶 ， 
分 别 带 权 z 和 mp ,而 不 是 志和 ww;。 并 且 它 们 的 层 数 分 别 六 1， = 
(vw) 和 各 1 = 2(w) ,ls = oe 均 为 TT 的 高 ,现在 把 树叶 vw, 和 和 ws 所 
带 权 zu。 和 ms 分 别 与 wi 和 ws 交换 ,得 到 一 棵 新 的 带 权 二 元 树 
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T。F 面 证 明 了 2 也 是 带 权 TW TWO 的 最 优 二 元 树 , 且 带 权 
TL 和 TU 的 树叶 是 兄弟 ,因为 U1 » TI 是 最 小 的 两 个 权 。 又 


WET) = wit) + ro 人 fa) + 二) 二 
wa (vs) + 

W(T2) = wo0) + (az) +t 十 1 人》 二 
wat (wp) + 


于 是 
WET) ~ WT) = (Cow — wo} lly) — {v1)) + 
(rw ~ wi (vy) - {v2)) 0 
所 以 WW(TI) 守 W(Ts), 义 因 工 ) 是 带 权 w ,wy，… ,ww 的 最 优 二 
元 树 , 因 此 镀 (T2) = W(T1)。 从 而 可 知 Ts 是 带 权 wi, wy，…， 
zw 的 最 优 二 元 椅 , 且 带 权 mwl, ws 的 树叶 是 兄弟 ,其 房 数 为 树 高 。 
证 毕 。 
定理 3.4.4 没有 一 棵 带 权 wi + zzzms，…，aw 的 最 优 二 元 
树 ,其 中 芯 wz 所 … 忒 ws 在 T' 中 ,让 带 权 wi + ma 的 树 
叶 产 生 两 个 儿子 ,分 别 带 权 zw 和 ws, 则 得 到 的 是 带 权 zi, wz， 
…,w, 的 最 优 二 元 树 T' 。 
证 明 ”由 定理 中 的 条 件 可 知 : 
WT) = WOT + wi + tw {5} 
设 了 是 带 权 ww ,wa3,…,w, 的 最 优 二 元 树 , 由 引 理 3.4.3 知 
道 , 在 工 中 ,总 可 以 认为 带 权 wi .zz 的 树叶 w 和 ww 为 兄弟 , 且 它 
们 的 层 数 为 树 高 , 设 4 .ou 的 父亲 为 mw。 在 工 中 , 山 除 顶点 vw, 和 zu， 
让 它们 的 父亲 带 权 wi + 凤 ; ,得 二 元 树 了 ,显然 
wT) = wT)+ w+ w, (6) 
T* 和 了 都 是 带 权 ml,zos :mw 的 二 元 和 柑 ,而 工 是 最 优 二 元 
树 ,因而 如 车 W(T*) 关 WIT), 必 有 
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W(T) < W(T'*) (7) 
由 式 (5) .(6) .(7) 可 推 知 


W(T’) > WI(T) (8) 
但 式 {8) 与 T 是 带 权 mi + ws; wa,… ,zw 的 最 优 二 元 树 矛 盾 , 因 
南 wt 个 *) = w( 本 ), 即 T" 是 带 权 wi ,ws3,… ,rt 的 最 优 二 元 
树 。 证 毕 。 

由 Huffman 定理 可 知 , 可 由 一 裸 带 权 ml + tw;; twa，*… ,zw 的 
最 优 二 元 树 ,导出 一 棵 带 权 ml, zi, ,ww, 的 最 优 二 元 树 。 又 可 以 
从 wi 二 wz,r03"… ,wi 中 找 出 两 个 小 的 加 起 来 ,得 : -2 个 权 , 求 
一 棵 带 :1 - 2 个 权 的 最 优 二 元 树 ,可 导出 带 上 - 1 个 权 的 最 优 二 元 
树 , 进 而 可 导出 带 : 个 权 的 最 优 二 元 树 。 依 次 类 推 ,最 后 归结 为 求 带 
二 个 权 的 最 优 二 元 树 ,由 定理 保证 得 一 棵 带 上 个 权 的 最 优 二 元 树 。 

给 实数 地 1 ,wy sy, 且 二] 委 ws 很 … wio 求 作 一 棵 带 
权 ruil ,rear 的 最 优 二 元 树 的 算法 如 下 : : 

(1) 初始 : 令 S = {wil, wa ,tw |]。 

(2) 从 S$ 中 取 两 个 最 小 的 权 w。 和 ws , 画 顶 点 v,, 带 权 w。; 画 
顶点 w, 带 权 zw- 画 mw .us 的 父亲 vu, 连接 ww 和 w, vs 和 vw, 令 性 带 
权 Ty 十 Ta 

(3) 令 5 一 (3S- {ww)) U fw + wl 

(4) 判 5 是 否 只 含 一 个 元 素 ? 若 是 , 则 停止 ,否则 转 (2)。 

由 Huffman 定理 可 知 T 是 一 棵 带 权 mi, za,，…，zus 的 最 优 二 
元 树 。 

例 4 构造 带 权 3,4,7,8,10,12 的 最 优 二 元 树 。 构 造 的 过 程 
如 图 3.26 所 示 。 这 棵 最 优 二 元 树 的 权 为 

W{T}= 3x4+4xX4+7x3+8xXx2+10x2+ 
12x2= 109 
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图 3,26 


一 般 来 说 , 带 权 wi,zw;,…,w, 的 最 优 二 元 树 不 一 定 是 惟 
一 的 。 

下 面 我 们 给 出 最 优 二 元 树 在 编码 中 的 一 个 具体 应 用 。 

在 计算 机 及 通 迅 事业 中 ,常用 二 进 制 编码 来 表示 符号 ,例如 ， 
可 用 00,01,10,11 分 别 表示 字母 A,B,C,D{ 称 为 等 长 表示 法 )。 
如 果 字 母 4 ,日 ,CD 出现 的 频率 是 相同 的 .传送 100 个 字母 需 用 
200 个 二 进 制 位 。 但 实际 上 字母 出 现 的 频率 是 不 同 的 ,如 A 出 现 的 
频率 为 50% , 召 为 25%:, 己 为 20% ,有 为 5% 。 在 这 种 情况 下 能 否 用 
非 等 长 的 二 进 制 序列 表示 字母 A, B,C,D, 使 传递 的 信息 的 二 进 
制 位 忌 可 能 地 少 ?实际 上 ,, 若 用 000 表示 史 ,001 表示 CC,01 表 示 B， 
1 表示 A ,这 样 ,同样 传送 100 个 字母 所 用 的 二 进 制 位 为 

3x5+3x20+2x25+1x50= 175 
这 种 表示 法 比 等 长 的 二 进 制 数 表 示 法 节省 二 进 制 位 ,但 如 果 
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我 们 用 1 表示 A ,00 表示 B,000 表示 C.001 表示 DD 时 , 当 接 收 到 
的 信息 是 001000 时 ,就 无 法 辨别 它 是 DC 还 是 BAC。 因 此 不 能 用 
这 种 二 进 制 序列 表示 A ,B,C,D。 这 就 需 引 进 前 绎 和 码 概 念 。 

定义 3.4.8 设 aicozm…a ie 为 长 麻 是 7 的 符号 串 , 称 其 子 
审 ziyeie2 ale2…an 1 分 别 是 ajay was-i0, 的 长 度 为 1,2， 
…, 帮 一 1 的 前 缀 。 

如 1,10,101,1011,10110 是 101101 的 前 级 。 

定义 3.4.9 设 有 A = jp PP] 为 一 个 符号 串 集 合 ,车 
对 于 任意 的 BB € A,i 关 7,B.B 互 不 为 前 级 , 则 称 A 为 前 组 
码 。 若 符号 串 B(i = 1,2,…,m) 是 由 0 与 1 组 成 的 , 则 称 A 为 二 
元 前 经 码 。 

如 和 任 ,01,001,000| 是 一 个 二 元 前 级 码 ,而 11,01,111,0111| 不 是 
前 缀 码 , 因 为 1 是 111 的 前 级 ,01 是 0111 的 前 级 。 

下 面 介 绍 用 二 元 树 来 构造 二 元 前 如 码 。 

给 定 一 棵 二 元 树 了 T, 设 有 + 片 树叶 。 对 了 的 每 一 个 分 支点 wm 
至 多 有 两 个 儿子 ,车 vw 有 两 个 儿子 ,在 由 v 引出 的 两 条 弧 上 ,左边 
标 上 0, 右 达标 上 1。 车 wv 只 有 1 个 儿子 ,在 由 vw 引出 的 骂 可 标 上 0 
也 可 以 标 上 1。 设 w; 是 工 的 任意 一 片 树叶 ,从 根 到 六 的 有 向 路 上 各 
过 的 标号 组 成 的 字符 串 放 在 vw; 处 。 由 上 片 树 时 的 + 个 字符 串 组 成 
的 集合 为 一 个 二 元 前 鲁 码 。 

一 般 情况 下 由 二 元 树 TT 产生 的 二 元 前 红 码 不 一 定 惟 一 ,但 当 
全 为 二 元 正则 树 时 ,由 T 所 产生 的 前 录 和 码 是 惟一 的 。 

由 图 3.27{a) 的 二 元 树 本 产生 的 二 元 前 缀 码 为 

A = 110,000,010,011,111} 
由 图 3.27(b) 所 示 的 二 元 树 产 生 的 二 元 的 前 缀 码 为 
B = 110,001,010,011,1101 

当 我 们 知道 了 要 传送 的 符号 的 频率 时 ,如 何 选 择 二 元 前 红 码 ， 

使 传送 的 二 进 制 位 最 少 (这 种 前 级 码 称 最 优 前 统 码 )? 这 可 利用 最 
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图 3.27 


优 二 元 树 来 产生 最 优 前 弘 码 , 先 用 各 符号 出 现 的 频率 (或 100 老 各 
频率 ) 当权 ,用 Huffman 算 法 求 最 优 二 元 树 了 ,由 全 产生 的 二 元 前 
缀 码 ,能 使 传送 的 二 进 制 位 最 少 , 即 为 最 优 前 绷 码 下面 通过 例题 
说 明 最 优 前 缀 码 的 产生 过 程 。 

例 5 在 通讯 中 ,已 知 字 母 4,8,C,D,E,F 出 现 的 频率 如 
下 : 

A—30% B25% CC—20% 

D—i0%  E—1i0% Ff—5% 

求 传送 它们 的 最 优 前 缀 码 。 

解 ”用 100 乘 各 频率 ,并 由 小 到 大 排序 ,得 wii = 5,w, = 10， 
ws = 10, ws = 20, ws = 25,we = 30 为 8 个 权 ( 记 住 它 们 与 数字 
的 对 应 关系 )。 用 Huffman 算法 来 得 带 权 为 5,10,10,20,25,30 的 
最 优 二 元 树 工 ,如 图 3.28 所 示 。 

在 了 上 求 一 个 二 元 前 缀 码 ， 

A = 101,10,11,001,0000,00011 

传送 这 六 个 字母 的 最 优 二 元 前 缀 码 为 ， 

11 表示 A ,10 表示 B ,01 表示 C,001 表示 中 ,0001 表示 五 ， 
0000 表示 下。 
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(0000) (CHD1Y 
图 3.28 
除了 等 长 的 码 子 可 互 换 ( 如 A,B,C 的 码 子 ;了 ,FE 的 码 子 ) 
外 ,其 余 的 码 子 不 可 互 换 。 
用 以 上 方法 构造 的 A,B,C,D,E, 下 的 最 优 前 级 码 传 送 1000 
个 这 样 的 字母 所 用 二 进 制 位 为 
(4x (5+10)+3x10+2x (20+25+30)+ 30] 


x 0 + i100 = 2 400 
而 如 用 等 长 码 子 传送 由 1000 个 A,8,C,D,E, 下 组 成 字母， 
需 用 二 进 制 位 为 3000。 
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习 题 三 


证 明 : 简 单 图 G 是 树 当 且 仅 小 G 中 和 存在 一 个 顶点 uu 到 上 
中 其 余 每 个 顶点 有 且 只 有 一 条 路 。 

设 图 G 有 上 个 连通 分 支 ,g(G) > p(G) 一 有。 证 明 台 含有 回 
路 。 

证 明 : 正 整 教 序列 (disaa，… ,dp) 是 某 标 树 的 度 序列 当 且 
仅 当 Dd = 2{(p ~ 1)。 

(提示 :由 推论 1.3.3, 存在 一 个 图 避 , 它 的 度 序列 为 (di， 
do dp) ,并 且 glG) = 一 1o 考 虚 以 (di,d2，…，,d。) 为 
度 序 列 ,连通 分 支 数 目 最 少 的 一 个 图 加。 如 果 司 不 连通 ,其 
中 一 定 有 回路 , 设 e = uv 是 G 中 的 一 个 回路 上 的 一 条 边 ,又 
el = it 是 与 不 在 同一 个 连通 分 支 内 的 一 条 边 , 作 Gl1 = 
Gunyaiasii+ [unirovil ,G1 与 G 有 相同 的 度 序 列 , 但 
G1 的 连通 分 支 数 比 G1 少 1, 牙 质 。) 

设 荆 是 一 探 树 , 它 有 nn; 个 度 为 i 的 顶点 (i = 3,4,'…， 
ACLT)), 求 丁 中 是 挂 点 个 数 。 

设 Ti、T; 是 连通 图 全 的 两 如 生成 桂 ,e 是 在 Tl 申 而 不 在 了 : 
中 的 一 条 边 ,证明 存 在 一 条 在 了 ,但 不 在 Ti 中 的 边 e ,使 
(Ti -e+e 和 (Ta -e+Te 都 是 G 的 生成 树 。 

在 乒乓 球 单打 比赛 中 采用 渔 汰 骑 。 印 一 名 选手 如 时 在 一 场 
比赛 中 失败 就 被 淘汰 。 现 在 m 名 选手 参加 比赛 , 决 出 冠军 ， 
共 需 进行 多 少 场 比赛 ? 

和 如果 丁 是 树 且 A(T) 渤 上 ,证 明 本 中 至 少 有 上 个 是 挂 点 。 
设 丁 是 阶 为 +1 的 树 ,G 是 满足 8(G) 之 上 的 任 一 简单 图 。 
证 明 G 中 一 定 存在 一 个 与 丁 同 构 的 对 图 。 
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3.14 
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加 果 户 阶 图 G 的 每 个 顶点 的 度数 均 不 超过 A, 那 么 园 避 的 半 
径 
RUG) 之 ee- p+1) 1 

nA 


不 利用 定理 3.1.5 的 结果 证 明 : 衬 要 名 只 有 一 个 中 心 ,要 人 委 
恰好 有 两 不 披 此 相 邻 的 中 心 。 

(提示 :让 全 是 阶 志 之 3 的 树 ,T 是 去 拉丁 中 的 其 桂 点 之 后 
所 得 到 的 树 , 可 证 明 下 与 Ti 有 相同 的 中 心 。) 

e 是 连通 简单 图 G 的 一 条 边 。 证 明 。 在 局 的 每 个 生成 树 中 
当 且 仅 当 e 是 局 的 割 这 。 

设 避 是 至 少 有 三 个 顶点 的 连通 图 ,证 明 G 中 存在 两 个 顶点 
2 和 mi, 使 人 一 jiu,w| 仍 是 连通 图 。 

设 厂 是 连通 的 简单 图 ,证 明 忆 中 存在 A(G) 个 顶点 vi ,vi， 
… ,va(06): 使 CC 一 和 oaA(6) | 仍 是 连通 图 。 

未 图 如 的 生成 树 个 载 。 


习题 3.14 
设 e 是 KK 中 的 一 条 边 ,证 明 z(K, 一 2) = ( 声 一 2)P23. 
【提示 : 开 , 中 共有 pr 个 生成 树 , 每 个 树 有 上 户 一 1 条 边 , 共 
用 了 (p 一 1)p? ?次 ,再 利用 其 对 称 性 ) 
考察 记 界 上 六 大 城市 : 伦 教 {L)、 受 西 癌 城 (MC)、 妞 的 
(NY)、 巴 黎 (Pa)、 北 京 (Pe) 和 东京 (T) 之 间 的 航线 距离 
《以 百 英 里 计算 ) 表 
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L 一 56 35 2 51 60 
MC 56 一 21 57 78 70 
NY 35 21 一 36 68 68 

Pa 21 57 36 一 51 61 
Pe 531 78 68 51 一 13 


此 表 可 确定 一 个 顶点 为 工 ,MC,NY,Pa,Pe,T 的 赋 权 完 
全 图。 区 G 的 一 个 最 优生 成 树 。 

坐标 纸 上 的 11 条 水 平 线 与 11 条 竖 直 线 构 成 一 个 围 ,以 它 
们 的 交点 ( 格 点 ) 为 顶点 。 问 应 当 去 挤 多 少 条 边 才 能 使 每 个 
点 的 度数 世 4?7 至 多 可 以 去 掉 多 少 条 边 还 能 使 图 保 转 
连通 ? 

求 下 面 这 个 图 GG 关于 的 保 距 生成 树 。 


be 


1H7 


中 1 


De 


习题 3.18 


Kruskal 算法 能 否 用 来 : 

《1) 在 赋 权 连通 图 中 求 最 大 权 的 生成 树 ? 

(2) 在 非 连 珊 力 中 求 最 小 权 的 生成 琳 林 ? 

如 果 能 ,怎样 求 ? 写 出 算法 来。 

注 : 非 连通 图 的 极 大 无 园 生 成 于 图 称 为 G 的 生成 森林 。 
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证 明 二 元 正则 树 有 奇数 个 顶点 。 
设 本 是 玖 元 正则 树 ,r 为 全 的 分 支点 数 , 上 为 各 分 类 点 的 层 
数 之 和 ,上 L 为 各 树叶 的 层 孝 之 和 ,t 是 树叶 数 。 则 

L= Cm— 1 + mr 

(mw -1)r=+-—1 
设 个 是 二 元 正则 树 , 试 证 明 人 中 边 数 为 2t -2, 这 里 上 为 树 
叶 教 。 
试 画 一 棵 带 权 1,3,8,9,12,15,16 的 最 优 二 元 树 , 并 计算 它 
的 权 。 
设 七 售 符 可 在 通讯 中 出 现 的 频率 如 下 : 
a:35% b:20% ec:15 芒 d:10% 
e:10% ff;5% :5% 
编 一 个 最 优 前 缓 码 , 画 出 相应 的 最 优 二 元 衬 。 问 传送 1000 
个 和 兰 号 ,需要 多 少 个 二 进 制 位 ? 
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4 Euler 环 游 和 Hamilton 回路 


中 国 迪 递 员 和 旅行 售货员 这 两 个 问题 是 网 络 或 图 中 的 两 种 环 
游 问 题 ,一 是 对 所 有 边 的 环 游 , 另 一 个 是 对 所 有 点 的 环 游 。 耐 阿 题 
所 要 寻 找 的 环 游 要 求 总 权 和 最 小 ,这样 的 环 游 就 是 最 优 环 游 。 本 章 
主要 讨论 这 两 个 问题 。 


4.1 Euler 环 游 


在 本 书 的 开头 我 们 曾 提 到 七 桥 问题 ,其 答案 就 是 对 应 的 图 
的 图 是 否 存在 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 闭 迹 ,也 即 环 论 所 有 边 
一 次 且 仅 一 次 的 闭 迹 , 数 学 家 欧 拉 (Euler) 解决 了 这 个 问题 ,由 此 
开创 了 图 论 的 研究 ,在 这 一 节 我 们 将 要 讨论 欧 拉 是 如 何 解 决 这 个 
问题 的 。 

定义 4.1.1 经 过 全 的 每 条 边 的 迹 称 为 恕 的 Baler 迹 ,如 果 这 
条 迹 是 闭 的 , 则 称 这 条 闭 迹 为 G 的 Euler 环 游 。 

例如 ,图 4.1 的 图 G 中 ,vieiyverymae6vieswaeavaesv4 是 G 的 一 条 
Euler 迹 。vie1 v2ezv3aest4e4v3es01 是 图 五 (图 4.1) 的 一 条 Puler 环 游 。 
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在 一 般 情 况 下 ,我 们 把 不 是 Euler 环 游 的 Euler 迹 称 为 G 的 
Euler 通路 ,而 把 含有 Euler 环 游 的 图 称 为 Euler 图 .如 图 4.1 中 的 
G 不 是 Eujer 图 ,于 是 Euler 图 ,而 上 既 不 存在 Euler 迹 , 也 不 存在 
Euler 环 游 ,研究 Euler 通路 或 Euler 环 游 的 问题 称 为 Euler 问题 。 

在 平常 所 磁 到 的 判别 一 个 图 形 是 否 能 一 笔画 成 ( 即 把 一 个 图 
形 不 重复 地 一 笔 于 成 ), 就 相当 于 判别 把 这 个 图 形 中 各 线段 的 交叉 
点 和 端点 作为 珊 点 ,线段 本 身 作 为 边 的 图 是 否 有 Euler 环 游 或 
Euler 通路 ,例如 ,要 判别 图 形 K( 见 图 4.2 所 示 ) 是 否 能 一 笔画 成 ， 
就 只 变 判 别 这 图 形 所 对 应 的 图 G(K) 是 否 存在 Euler 环 汶 或 Euler 
通路 ,显然 ,车 对 应 的 图 存在 Eulet 迹 .那么 原 图 形 存在 不 封闭 的 一 
笔画 法 。 若 对 应 的 图 存在 Euler 环 游 , 则 原 图 形 存 在 封闭 的 一 笔 
面 法 。 


图 4.2 
有 从 图 4.1 的 三 个 图 台 , 妞 和 世 可 以 知道 ,并 不 是 每 个 连通 图 者 
存在 Euler 迹 或 Euler 环 游 的 。 
下 面 我 们 来 讨论 它们 存在 的 两 个 充 要 条 件 。 利 用 充 要 条 件 就 
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可 以 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 及 一 笔画 成 问题 。 

定理 4.1.1 一 个 非 平凡 连通 图 G 是 Euler 图 当 生 仪 当 图 G 
没有 奇 点 。 

证 明 ”很 设 G 是 Euler 图 ,C 是 的 一 条 Euler 环 游 ,u 为 必 
的 起 点 (也 是 终点 )。 当 说 C 前 进 时 ,每 通过 一 个 项 点 必 是 一 进 一 
出 ,而 每 一 条 边 在 C 中 答 好 出 现 一 次 ,所 以 对 妇 中 所 有 不 同 于 4 
的 项 点 的 度 来 说 必 是 侦 数 ,而 对 于 ,由 于 己 起 始 于 uw 且 终 目 于 vw， 
所 以 zx 的 度 也 是 偶数 ,因此 G 无 奇 点 。 

反之 , 设 G 是 连通 且 光 奇 点 的 图 。 我 们 对 图 的 边 数 进行 归纳 
来 证 明 心 有 Euler 环 游 。 

当 g(tG) = 1 时 ,G 只 能 是 一 个 顶点 其 边 为 环 的 图 ,G 显然 是 
Euler 图。 归纳 假设 在 边 数 otG) < m 时 定理 成 立 , 现 在 证 明 g(G) 
= mx 时 定理 的 充分 性 也 成 立 。 

由 于 上 G 连通 且 无 奇 点 , 故 G 中 每 个 顶点 的 度 至 少 是 2。 由 定理 
2.1.1 知 GG 中 存在 回路 C6。 现 将 G 中 属于 必 的 边 全 删 去 ,再 除去 孤立 
顶点 得 图 G“ 。 显 然 G' 中 每 个 硕 点 的 度 仍 为 偶数 . 设 G 的 连通 分 支 
为 GT ,G3,… ,G4, 则 每 个 连通 分 支 是 无 奇 点 的 连通 图 ,由 归纳 假 
设 G'; 是 FEuler 图 , 令 C' 是 GG 和 的 Euler 环 游 (i = 1,2,…,k)。 

再 回 到 原来 这 个 图 避 , 由 于 如 连作 ,所 以 每 个 人 ,与 C 至 少 有 
一 个 公共 顶点 , 设 其 中 之 一 为 vj{i = 1,2,…,) ,现在 我 们 可 以 利 
用 这 些 闭 迹 CC C5,…' ,C's 及 这 些 顶 点 v1 ,v2 ,-… ,vi 来 构造 (的 
一 条 Euler 环 游 。 ， 

由 亿 中 的 蘑 个 点 vo 出 发 沿 C 前 进 ,每 行 至 一 个 顶点 ww 就 先 走 
完 C' 再 回 到 vw, 继续 沿 忆 前 进 , 这 样 可 以 走 遍 每 条 边 一 次 且 仪 一 次 
回 到 出 发 点 v0, 这 样 的 行走 轨迹 就 是 G 的 一 条 Euler 环 游 。 证 毕 。 

由 此 定理 很 容易 判断 一 个 图 是 否 是 Euler 图 。 例 如 ,图 4.1 的 
G 和 工 存在 奇 点 ,所 以 不 是 Euter 图 ,五 无 奇 点 ,所 以 下 是 Euler 
图 。 上 面 定理 的 证 明 其 实 也 给 出 了 在 一 个 Euler 图 中 有 具体 求 Euler 
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环 游 的 一 个 方法 。 下 面 我 们 具体 给 出 一 种 求 Euler 图 的 Euler 环 游 
的 Fleury 算法 。 

FJeury 算法 : 

{1) 任意 选取 一 个 顶点 wm ， 置 Wo = vo 

{2) 假定 迹 W, = voeiv ev 已 经 选 出 ,那么 用 下 列 方法 从 
ECO) - ietea ef 中 选取 et 

1 wit 与 v2 关联; 

2 除非 没有 别 的 边 可 选择 ,ei 不 是 Gi = G 一 er,ex…,ei1 的 
割 边 。 

(3) 当 (2) 不 能 执行 时 ,停止 。 否 则 让 i + 1 一 i, 转 (2)。 

根据 算法 的 要 求 ,Fleury 算法 作出 的 是 G 的 一 条 迹 。 

定理 4.1.2 车 G 是 Euler 图 , 则 G 的 任何 用 Fleury 算法 构 
成 的 迹 都 是 Euler 环 游 

证 有 明 设 G 是 Euler 图,W, = zoclzieaz…evny 是 局 的 用 
Fleury 算法 构成 的 一 条 迹 ,现在 证 明 W, 就 是 6 的 一 条 Euler 环 游 。 

先 证 明 丈 , 是 闭 的 ,在 G, = G 一 {el,e2s ,ew| 中 , 必 有 有 
de (v1) = 0 ,否则 存在 e, ,1 EF(G,) 与 vw 关联 ,因而 算法 到 第 
7 步 对 还 可 继续 进行 ,矛盾 -如果 去 二, , 则 在 WW, 中 与 记 关联 的 
边 数 为 奇数 , 即 dw (vn) 三 1(mod 2), 伍 de (wn) = 0, 故 

do {wu,) = de (ts) + dw {vw,) = dw (vn) = 1(nwd 2) 

这 与 中 是 Euler 图 邓 盾 ,所 以 po = wv, ,因此 W, 是 G 的 一 条 闭 迹 。 

下 面 证 W, 是 G 的 Eufer 环 游 , 即 证 明 EC(G) = ECW,) 

反之 ,如 果 W, 不 是 避 的 Euler 环 游 , 则 G, = G ie,es,*”， 
e, | 含有 非 平 几 连通 分 支 , 因 为 是 Euler 图 ,而 W, 是 闭 迹 ,G, 中 
没有 背 点 , 设 熙 和 为 G, 的 一 个 非 平 几 连 通 分 支 , 则 出 定理 4.1.1 知 
GG 是 Euler 图 . 设 C', 就 是 G' 的 一 条 Euler 环 游 。 

由 于 G 连通 ,可 推 得 W, 与 C', 有 公共 顶点 (否则 C', 就 是 如 
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的 一 个 连通 分 支 , 与 G 连通 了 矛 
盾 ), 设 ww 是 沿 着 W, 而 又 在 CC 
中 下 标 最 大 的 一 个 点 (因为 v, 不 
在 C2 中 , 故 这 种 顶点 必 存 在 ,并 
且 vw, 关 ww)o 明 显 地 6 ,j 就 是 局 , 
的 一 条 割 边 ( 见 图 4.3 所 示 )。 

设 是 如 中 与 vw, 关联 的 一 
条 边 , 由 于 G', 是 Enler 图 ,因而 
G', 没有 制 边 , 所 以 6。 不 是 G5 的 
割 边 , 因而 也 不 是 G, 的 割 边 , 田 
一 方面 ,由 于 m < n,G, 是 Gu 的 图 4.3 
生成 子 图 ,所 以 。 也 不 可 能 是 G,, 的 制 边 。 

由 于 Fleury 算 法 构造 W,, 的 过 程 是 : 尽 可 能 不 取 割 边 , 但 在 构 
作 Wt 时 没有 取 非 割 边 e( 与 ww 关联 ) 而 取 了 制 边 ej ,4( 也 与 
vw 关联 )。 了 矛盾! 故 E(G,) = 他, 即 W 是 包含 G 的 所 有 边 的 财 
迹 , 即 W, 就 是 G 的 Euler 环 游 。 证 毕 。 

定理 4.1.3 一 个 连通 图 GG 有 Euler 通路 的 充分 必要 条 件 是 
G 中 怡 好 有 两 个 奇 点 。 

证 明 ” 设 G 有 Euler 通 路 多 ,以 2 为 起 点 ,u 为 终点 ,与 定理 
4.1.1 的 必要 性 一 样 可 证 G 中 除 w wv 之 外 ,其 余 孔 点 的 度 为 偶数 ， 
而 与 v 的 度 为 奇数 。 

充分 性 ” 设 4 与 v 是 G 中 仅 有 的 两 个 奇 点 ,在 G 中 增加 一 条 
新 边 。 连 接 4 与 wv, 所 得 图 记 为 G (= G+e), 则 G' 无 奇 点 ,由 于 GG 
连通 , 故 G 也 连通 ,由 定理 4.1.1,G’' 中 存在 一 条 Euler 环 游 , 记 为 

C = Woelu1e2 U2" ertiun py 
这 里 ug = za,zi 一 mel 二 eo 则 和 迹 
W = 21e282…eertta0g 
就 是 G 的 一 条 Euler 通路 。 证 毕 。 
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图 4.1 中 的 G 恰 有 两 个 奇 点 wy 和 wa, 所 以 根据 定理 4.1.3,G 
存在 Euler 通路 。 

定理 4.1.3 的 证 明 同 时 也 给 出 了 求 Euler 通路 的 方法 ,假设 G 
是 俗 有 两 个 育 点 uo ,vo 的 连通 图 , 则 G + uovo 为 Euler 图 ,再 由 
Fieury 算法 求 得 一 条 Euler 环 游 ,然后 将 此 环 游 上 的 边 xpzo 去 掉 
即 得 G 的 一 条 开始 于 一 个 奇 点 而 结束 于 另 一 个 奇 点 的 Euler 迹 。 

定理 4,1.1 和 定理 4.1.3 给 出 了 判别 一 个 图 形 K 能 否 一 笔画 
成 的 充 要 条 件 , 对 于 一 笔画 问题 即 只 要 检查 这 个 图 形 所 对 应 的 图 
G(K) 中 奇 点 个 数 是 否 不 超过 2, 而 由 Fleury 算 法 给 出 了 一 笔画 成 
的 具体 方法 。 例 如 ,图 4.2 中 GCK) 人 恰好 有 两 个 奇 点 wi 与 v;, 故 存 
在 一 条 从 vi 与 vs 的 Euler 通 路 ,因此 图 形 K 能 一 笔画 成 (起 笔 从 
vi( 或 ws) 开始 ,最 后 落笔 在 vs( 或 xi) 处 )。 

比 -一 笔画 问题 更 一 般 的 问题 是 K 笔 不 重复 画 阿 题 , 下 面 我 们 
来 讨论 这 个 问题 。 

定理 4.1.4 若 连通 图 G 恰好 有 2&k(& > 0) 个 奇 点 , 则 在 GG 
中 存在 上 条 边 不 交 的 迹 QQz:,…，,Q ,使 得 

E(G) = 下 (和 QU ECQ2) YU ee U E(Q,) 

证 明 设 局 的 2 个 再 点 为 zt2 Th 919Y29 Ve; 在 局 
中 增加 天 条 分 别 连接 zi 与 y; 的 新 边 e; ,i = 1,2,… ,上 ,所 得 图 记 为 
(2 , 则 GG’ 是 一 个 Euler 图 。 记 GG 的 一 条 Euier 环 游 为 C" ,然后 在 
CC 中 删 去 新 加 的 点 条 边 e1 ,ey，… ,et ;就 将 C 分 成 段 ,这 点 段 即 
为 G 的 上 & 条 边 不 交 的 迹 。 证 毕 。 

利用 这 个 定理 我 们 可 以 给 出 一 个 图 形 能 笔 不 重复 车 成 的 
判别 。 

推论 4.1.5 设 图 形 K 所 对 应 的 图 G(K) 是 连通 的 ,并 且 恰 
有 2& 个 奇 点 。 那 么 图 形 K 可 以 用 上 笔 不 重复 面 成 ,并 且 至 少 要 用 
& 笔 通 成 。 

证 明 ” 设 图 形 K 可 以 笔 不 重复 通 成 ,那么 G(KK) 有 所 条 边 
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不 交 的 迹 包 舍 G(K) 的 所 有 边 。 因 对 每 一 条 迹 来 说 ,只 有 2 个 奇 
点 ,所 以 
2 > 2k 

即 及 汪 , 所 以 图 形 KK 至 少 槛 二 笔 不 重复 画 成 。 

而 由 定理 4.1.4 知 ,E(G(K)) 可 划分 为 上 条 边 不 交 的 迹 , 而 
每 一 条 迹 所 对 应 的 图 形 能 一 笔画 出 , 故 图 形 K 能 用 笔 不 重复 三 
成 。 证 毕 。 

例如 ,图 4.4 所 示 的 图 形 天 所 对 应 的 图 恕 ( 开 ) 丛 有 4 个 奇 点 ， 
故 图 形 K 能 用 2 笔 不 重复 画 成 。 


图 4.4 


下 面 考虑 两 个 国外 数学 竞赛 中 的 题目 。 
例 1 给 定 一 个 由 16 条 线段 构成 的 图 形 ( 见 图 4.5)。 证 明 ; 不 
能 引 一 条 折线 与 每 一 线段 恰 好 相交 
一 次 。( 折 线 可 以 是 不 封闭 的 和 自由 一 一 一 
相交 的 ,但 它 的 顶点 不 在 给 定 的 线 ， 
段 上 ,而 边 也 不 通过 线段 的 公共 端 : 
点 , 即 不 允许 折线 从 图 4.5 的 缺口 一 一 一 一 -一 
处 穿 过 。) 
证 明 ”我 们 先 来 建立 一 个 图 
G .图 G 中 的 顶点 r; 代表 这 个 图 形 “一 一 
的 区 域 叉 ;(i = 1,2,3,4,5,6}。 顶 点 留 4.5 
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zi 与 二 之 间 连 接 的 边 数 等 于 区 域 Xx, 
与 X, 公共 线段 的 数目 (如 图 4.6 所 
示 )。 这 样 建立 的 图 G 中 的 每 一 条 按 
对 应 这 个 图 形 的 一 条 线段 ,存在 满足 | 
条 件 的 折线 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 ~ 
Evler 环 游 或 Euler 通路 。 由 于 G 中 有 
到 个 奇 点 , 故 G 不 存在 Euler 环 游 及 
Euier 通路 ,也 即 证 明了 在 图 形 中 不 能 
引 一 条 满足 要 求 的 折线 。 

例 2 茶 编 辑 部 收 到 由 个 大 所 
寄 的 一 些 问 题 的 解 ,他 们 发 现 每 个 人 寄 来 4 个 不 同 问 题 的 解 ,每 个 
问题 的 解 恰 好 由 二 个 人 同时 给 出 。 癌 他们 共 收 到 几 个 不 同 问题 的 
解 , 并 证 明 编 辑 部 可 以 分 二 次 发 表 这 些 问 题 的 解 ,使 每 人 每 次 恰好 
被 提 到 两 次 。 

解 ”首先 建立 图 G = 《V ,EE),G 的 有 个 顶点 代表 个人。 两 
个 不 同 的 顶点 ww 和 mm 之 间 连 接 的 边 数 等 于 这 两 个 点 所 对 应 的 两 
个 人 同时 给 出 相同 问题 解 的 个 数 , 根 据 给 定 的 条 件 ,G 的 每 一 条 
边 对 应 一 个 问题 的 解 ,每 个 顶点 的 度 为 4。 因而 编辑 部 一 共 收 到 
otG) = 2n 个 不 同和 疝 题 的 解 。 

为 解决 第 二 个 问题 , 我 们 不 妨 假 设 G 是 连通 图 , 则 由 定理 
4.1.1 知 G 是 Euler 图, 设 

CC = voeru er tea Pd 
是 G 的 一 条 Euler 环 游 , 则 不 同 于 vo 的 每 个 顶点 在 人 内 部 备 出 现 
二 次 ,而 vo 在 C 内 部 出 现 -- 次 。 现 在 我 们 语 着 C 交错 地 给 边 染 上 
红 , 蓝 两 色 , 则 除 we 外 ,其 他 每 个 项 点 有 两 条 红 边 和 两 条 蓝 边 与 之 
关联 ,而 对 于 zw ,由 于 9(G) 为 偶数 , 故 也 有 两 条 红 边 和 两 条 蓝 边 
与 zo 关联 。 则 我 们 只 要 将 红 边 所 对 应 的 n 个 问题 的 解 安排 在 第 一 
次 发 表 , 蓝 边 折 对 应 的 > 个 问题 的 解 安排 在 第 二 次 发 表 , 就 能 使 每 
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图 4.6 


人 每 次 恰好 被 提 到 两 次 。 


4.2 中国 邮 路 问题 


邮递 员 的 工作 是 每 天 在 邮局 里 选 出 邮件 ,然后 送 到 他 所 管辖 
的 邮 区 的 客户 竹中 ,再 返回 邮局 。 自 然 地 ,车 他 要 完成 当天 的 投 佣 
任务 , 则 他 必须 要 走 过 他 所 投递 邮件 的 每 一 条 街道 至 少 一 次 。 问 采 
取 怎 样 的 走 法 使 他 的 投递 总 行程 为 最 短 ? 这 个 问题 就 称 为 中 国 邮 
路 问题 ,因为 它 是 首先 由 中 国 数学 家 管 梅 谷 教 授 领 导 的 运筹 小 组 
于 1960 年 研究 而 获得 成 果 的 。 

为 解决 这 个 问题 ,首先 根据 疝 题 的 要 求 建立 一 个 非 负 冉 权 图 
G,G 的 顶点 是 街 与 街 之 间 的 交叉 路 口 和 终端 ,两 个 顶点 相 邻 当 且 
仅 当 这 两 点 所 对 应 的 路 日 有 直通 街道 而 中 间 不 通过 其 他 路 口 ,每 
条 边 的 权 是 这 条 边 所 对 应 街道 的 长 度 ,G 的 通过 每 条 边 至 少 一 次 
的 闭 途 径 称 为 G 的 环 游 。G 的 一 条 环 游 


C = voelvier v2 ek270 
的 权 w(C) 定义 为 >,m(e)ouwfC) 包含 两 部 分 权 和 ,一 部 分 是 
>， w(e). 即 邮递 员 必 须 走 过 每 条 街道 一 次 的 总 行程 ;还 有 一 部 


A 


分 是 重复 走 的 街道 “CE(G) (如果 上 邮递 员 需要 重复 走 某 些 街道 
的 话 ) 的 总 行程 ， Wh wle )。 因 此 ,对 于 G 的 任 一 条 环 游 C， 


友人 C) 之 > wle)。 具 有 最 小 权 的 环 游 称 为 G 的 最 优 环 游 。 则 


中 国 邮 路 问题 就 是 要 在 冉 权 图 G 中 我 一 条 最 优 环 游 。 

若 吕 是 Euter 图 , 则 G 的 任何 Euler 环 游 都 是 最 优 环 游 。 因 为 
Euler 环 游 是 G 的 通过 每 条 边 怡 好 一 次 的 环 游 ,在 这 种 情况 下 中 国 
邮 和 路 问题 是 容易 解决 的 ,因此 此 时 容易 由 Fleury 算法 求 出 G 的 一 
条 Euler 环 游 , 此 Euler 环 游 就 是 最 优 环 游 ,因为 邮递 员 不 需要 重复 
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走 任何 街道 。 

如 果 G 不 是 Euler 图 , 则 G 的 任意 
一 条 环 游 必 有 某 些 边 重复 出 现 。 例 如 ,图 
4.7 中 的 环 游 zuywvzwyzuwvrzyr 是 该 
图 的 一 条 最 优 环 游 , 而 四 条 边 kz ,zy， 
>weuy tu 都 被 这 条 环 游 通过 两 次 。 

现在 我 们 用 双 倍 运 的 方法 来 讨论 非 
Euler 连通 的 图 中 求 最 优 环 游 的 方法 。 

设 赋 权 图 G 是 连通 的 非 Euler 图 ,局 
的 奇 点 个 数 必 是 僵 数 , 任 取 其 中 的 两 个 
奇 点 4 与 v, 在 G 中 存在 (u - s) 路 了， 4 
将 这 条 路 上 的 每 一 条 边 添加 一 条 边 , 其 
权 与 原来 这 条 边 的 权 相 同 。 经 过 如 此 加 边 ,4 与 的 度 均 增 加 1 而 
成 为 偶 点 ,P 上 其 他 顶点 的 度 各 增加 2 其 度数 的 奇偶 性 不 变 。 如 果 
还 有 奇 点 ,可 继续 这 过 程 , 直 到 没有 奇 点 。 最 后 所 得 到 的 图 G 是 一 
个 Euler 图 ,而 避 是 G 的 生成 子 图 (也 称 G 是 G 的 生成 母 图 ) 。 如 果 
在 己 中 某 两 个 点 z 和 之 间 连 接 的 边 数 多 于 2, 则 可 去 掉 其 中 的 偶 
数 条 多 重 边 ,最 后 剩 下 连接 x 与 的 1 或 2 条 边 ,这 样 得 到 的 图 仍 
是 Euler 图 。 

总 结 以 上 过 程 ,可 得 寻找 非 Euler 图 的 最 优 环 游 的 基本 思路 : 

(1) 用 改 倍 边 方法 求 G 的 一 个 Euler 赋 权 母 图 恕 ,使 


wle) 
rE ECHO)- ET 
达到 最 小 ; 
(2) 用 Fleury 算法 求 得 G 的 Euler 环 游 C, 所 得 它 就 是 G 的 
环 游 。 
前 面 我 们 已 经 提供 了 求解 (2) 的 方法 , 即 Fleury 算法 。 而 对 于 
《1) ,我们 有 如 下 定理 。 
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定理 4.2.1( 管 梅 谷 ,1960) ” 设 G 是 一 个 连通 的 赋 权 图 ,G 是 
全 的 一 个 Euler 赋 权 生成 母 图 , 则 
2 wle) = min| > wte) 
EE(C)~ELC) EEC )-E(GY 
一 个 Euler 赋 权 生成 母 图 | 


当 和 且 仅 当 G 没有 重复 数 大 于 2 的 边 。 并 且 G 的 每 一 个 长 度 至 少 是 
3 的 回路 中 多 重 边 的 权 和 不 超过 此 回路 权 和 的 一 半 。 

证 明 ”必要 性 ”首先 可 以 肯定 C 中 不 存在 重复 数 大 于 2 的 
边 。 其 次 , 若 台中 有 一 个 长 度 大 于 2 的 回路 C,C 中 多 重 边 的 权 和 
大 于 C 的 权 和 的 一 半 , 则 将 C 上 原来 无 重 边 的 边 各 添加 一 条 重 边 ， 
而 将 C 上 的 各 多 重 边 分 别 删 去 一 条 边 。 所 得 图 G' 的 每 个 顶点 的 度 
仍 为 偶数 ,因而 是 G 的 Euler 生成 母 图 ,但 G' 的 权 比 G 的 权 小 ,与 
G 的 假设 相 矛 盾 。 

充分 性 ” 设 G 是 满足 定理 条 件 的 G 的 一 个 Euler 生成 母 图 。 
根据 必要 性 ,我 们 只 要 证 明 对 于 每 一 个 满足 定理 条 件 的 的 Euler 
生成 母 图 G* , 均 有 

w(e) = > wle) 


“€ EO)-E(U) eEE(G -ECG) 

设 忆 = E(G)- E(G),E; = E(G') - E(G),¥fH El E,, 
则 对 于 G 的 每 个 顶点 w ,在 与 w 关联 的 边 中 ,属于 五; 的 边 数 与 属 
于 FE; 的 边 数 有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 G[E1AE,] 中 没有 奇 点 。 从 
而 ,存在 回路 Ci ,Cs,… ,Ci ,使 EF,AE; 中 的 每 一 条 边 属 于 其 中 一 
个 且 仅 一 个 回路 ,对 每 个 C(i = 1,2,…,), 由 于 局 与 各 满足 定 
理 的 充分 条 件 。 并 注意 到 G( 或 G“) 中 ,属于 且 只 属于 Ei1{ 或 Es} 
的 边 是 (或 G') 的 重复 边 。 故 有 

we 2 we)= >) wle) (1) 


"EE NEC) 和 下 (Ci 下 EE NECC,) 


G" 是 避 的 


和 
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wte) 所 we)= 人 > wle) (2) 


“EE NEC,) rEE(CI-E < 站 EC 
由 式 (1) 和 式 (2) 可 得 
Di we)= DD) wie) i = 1,2,.,k 
有 有 站 EC *EFNECC) 


于 是 WI(E,) 一 W(E,), 即 
> wte) = > wle) 


“EEO EC) ee FIG I- EE) 
证 毕 。 
根据 上 面 的 讨论 以 及 定理 4.2.1, 我 们 可 以 设计 出 求 非 Euler 
赋 权 连通 图 的 最 优 环 游 的 算法 。 此 算法 称 为 最 优 环 游 的 奇偶 点 图 
上 作业 法 : 

(1) 把 G 中 度 为 奇数 的 顶点 两 两 配对 , 记 为 x ,v2,… ,x ， 
12 ;Vio 对 每 个 if 三 1,2,"…,k),G 中 取 一 条 (rz， 一 yi) 路 
已 ,将 P; 上 的 每 一 条 边 都 添加 一 条 边 , 从 而 得 到 G 的 一 个 赋 权 
Euler 生成 母 图 G“。 

(2) 如 果 G ”中 关于 G 的 某 一 对 相 邻 顶点 有 多 于 2 条 边 连 接 
它们 , 则 去 掉 其 中 的 偶数 条 边 , 留 下 1 条 或 2 条 边 连接 这 两 个 顶 
点 直到 每 一 对 相 邻 顶点 至 多 由 2 条 边 连 接 。 

(3) 检查 G 的 每 一 个 回路 ,如 果 某 一 个 回路 C 上 多 重 边 的 权 
和 超过 此 回路 权 和 的 一 半 , 则 将 C 按 定 理 4.2.1 必要 性 的 证 明 过 
程 进行 调整 。 重 复 这 一 过 程 ,直至 对 G 的 所 有 回路 ,其 多 重 边 的 权 
和 不 超过 此 回路 的 权 和 的 一 半 , 得 G”。 

(4) 用 Fleury 算法 求 G” 的 Euler 环 游 。 

按 定理 4.2.1, 最 后 所 得 的 环 游 就 是 G 的 最 优 环 游 。 

例 1 图 4.8{a) 给 出 赋 权 图 G,w,xz,? 和 mw 是 G 的 四 个 奇 
点 。 根 据 上 述 算 法 (1), 把 x 和 mm 配对 ,wv 和 / 配对 , 取 P， = 
Xtlzm o 并 对 Pi 中 每 条 边 各 添加 一 条 边 ; 又 取 P， = wwxki ,并 对 
P， 上 每 条 边 也 各 添加 一 条 边 。 这 就 得 到 图 4.8(b)。 因 4.8(b) 中 的 
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边民 和 kz 上 各 添加 了 2 条 边 , 根 据 算法 (2), 各 删 去 其 中 的 2 条 边 ， 
得 图 4.8(c) ;再 按 算 法 (3), 对 图 4.8(c) 中 的 回路 Cl = zwtx 和 Cy 
= vwzyv 按 定理 4.2.1 必要 性 的 证 明 过 程 进 行 调 整 , 得 图 
4.8(d) ;对 图 4.8{d) 中 回路 uvyzru 再 进行 调整 ,得 图 4.8(e) 所 示 
的 互 妃 符合 定理 4.2.1 的 充分 性 条 件 , 可 得 G 的 最 优 环 游 


Uv zh ltruTty YE o 


图 4.8 


奇偶 点 图 上 作业 法 需 检查 图 中 的 每 一 个 回路 。 随 着 项 点 个 数 

和 边 数 的 增加 ,回路 个 数 增加 很 快 。 例 如 图 4.9 所 示 的 图 超过 150 

个 回路 。 而 图 4.10 所 示 的 图 ,估计 其 中 的 回路 个 数 至 少 有 上 千 个 。 

因此 ,对 一 般 的 图 要 施行 奇偶 点 图 上 作业 法 是 很 难 行 得 通 的 。 然 
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而 ,区 Edmonds 和 开 .L.Johnson 在 1973 年 给 出 求解 最 优 环 游 的 更 
有 效 的 算法 。 但 这 个 算法 不 在 此 介绍 。 在 这 里 我 们 介绍 赋 权 图 恰好 
有 两 个 奇 点 的 特殊 情况 下 最 优 环 游 的 求法 。 


锣 4.9 图 4.10 


设 G 怡 有 其 个 奇 点 与, 则 可 以 利用 2.2 节 求 出 6 的 一 条 
最 短 {4 - 2) 路 了 ,在 G 中 只 要 把 P 中 的 每 一 条 边 中 再 添加 一 条 
s 边 ,加 上 权 就 可 得 Fuler 加 G。 可 以 证 明 GG 的 Euler 环 游 就 是 G 的 
最 优 环 游 。 

事实 上 , 设 G" 是 从 GG 上 重复 茶 些 边 而 得 到 的 GG 的 Euler 生 成 
母 图 , 则 在 G" - E(G) 中 只 及 与 v 是 奇 点 ,而 其 他 顶点 都 是 侦 
点 。 因 此 ,由 推论 1.3.2 知 ,a 和 w 讶 GE(C) 的 同一 个 连通 分 
支 中 , 即 在 G”~ E(G) 中 存在 一 条 (w ~- 2) 路 P ,但 P 是 G 中 
的 最 短 {u - v) 路 , 故 

> WWP YBwP= > we) 


rE EfG" }~F() rEPLO) -ECC) 
因此 对 G 的 所 有 Euler 生成 母 图 来 说 ,E(G) - E(G) 的 权 和 达到 
最 小 ,县 证 得 如 的 Euler 环 游 就 是 G 的 最 优 环 游 。 
例如 ,图 4.11(a) 所 示 的 图 中 ,zw 与 vz 是 G 中 仅 有 的 两 个 奇 点 ， 
最 短 (a - mp) 路 是 P= urywo 和 将 GG 中 属于 PP 的 边 都 改 为 多 重 边 
并 如 上 权 ,就 得 图 G( 见 图 4.11(b))。 易 得 GG 的 一 个 Euler 环 游 是 
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uzurwwyrywzrwvvzyu , 即 为 G 的 最 优 环 游 。 


图 4.11 


4.3 Hamilton 图 


Hamilton 何 题 是 医 论 中 一 直 悬 而 未 解 的 一 大 问题 。 它 起 浙 于 
1856 年 ,当时 英国 数学 家 Hamilton 设计 了 一 种 名 为 周游 世界 的 游 
戏 ,他 在 一 个 实心 的 正 十 二 面体 的 十 二 个 顶点 上 标 以 世界 上 有 名 
的 二 十 座 城 市 的 名 字 ,要 求 游戏 者 沿 十 二 面体 的 棱 从 一 个 城市 坦 
发 ,经 过 每 座 城市 恰好 一 次 ,然后 返回 到 出 发 点 , 即 “ 绕 行 世界 "。 

正 十 二 面体 的 顶点 与 核 的 关系 可 以 用 平面 上 的 图 来 表示 :把 
正 十 二 面体 的 顶点 与 楼 分 别 对 应 图 的 顶点 与 边 ,就 得 到 图 4.12 中 
的 正 十 二 面体 图 。 

上 面 所 提 的 问题 相当 于 在 图 4.12 中 找 一 个 回路 , 它 通 过 图 中 
一 切 项 点 。 图 4.12 中 按 自然 顺序 用 数字 标示 的 顶点 就 是 这 样 的 一 
个 回路 。 当 然 这 种 回路 未 必 是 惟一 的 。 


图 4.12 图 4.13 


正面 我 们 来 给 出 图 中 Hamilton 回路 的 确切 定义 。 

定义 4.3.1 图 ;中 的 一 个 回路 CC 称 为 G 的 一 个 Hamilton 回 
路 ,如 果 己 含有 G 的 所 有 顶点 -Hamilton 回路 简称 为 H - 回路 。 包 
会 五 的 所 有 顶点 的 路 称 为 Hamilton 路 .而 称 含有 Hamilton 回路 的 
图 为 Hamilton 图 ,简称 为 HH 一 图, 

例如 图 4.12 中 图 的 回路 CC = 1,2,3,…,201 是 正 十 二 面体 区 
的 一 条 Hamilton 回路 。 故 十 二 面体 图 是 Hamilton 图 。 

从 定 六 可 知 ,一 个 图 的 Haniilton 回路 与 Euler 环 游 是 很 相似 
的 ,差别 在 于 Hamilton 回路 是 环 游 G 的 所 有 顶点 回覆 ,而 Euler 环 
游 是 环 游 好 的 所 有 边 的 闭 迹 。 对 于 一 个 图 是 否 存在 Euler 环 游 存 
在 -个 非常 简 清 的 判别 法 。 那 么 判断 一 个 图 是 否 有 Hamilton 回路 
也 存在 这 样 一 个 简单 明了 的 判别 法 吗 ?遗憾 的 是 直到 现在 还 设 有 
找到 ,也 就 是 说 天 目前 为 止 还 没有 找到 Hamilton 图 的 充 要 条 件 。 
事实 上 寻找 Hamilton 图 的 充 要 条 御 几 乎 是 无 望 的 。 但 是 人 们 希望 
找到 Hamilton 图 的 简明 有 效 的 充分 条 件 ,这 就 是 图 论 中 一 个 著名 
的 问题 ;Hamiiton 问题 。 

现在 我 们 分 别 来 讨论 图 存在 Hamilton 回路 的 充分 条 件 与 必 
要 条 件 。 由 于 一 个 图 C 有 Hamilton 回路 当 且 仅 当 G 的 基础 简单 图 
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有 Hamilton 回路 ,所 以 下 面 我 们 只 考虑 简单 图 。 
定理 4.3.1 车 如 是 Hamilton 图 , 则 对 V(G) 的 每 一 个 非 空 
真子 集 $S, 均 有 
wlG - S) 世 1s] 
证 明 ” 设 C 是 G 的 一 个 Hamilton 回路 , 则 对 V(G) 的 每 一 
个 非 空 真子 集 S, 均 有 
w(C SS} IS| 
由 于 C-S 是 G ~ 5 的 生成 子 图 , 故 
mC- SEw(C- SISI 
证 毕 。 
这 个 定理 是 图 存在 Hamiton 加 路 的 必要 条 件 , 它 虽然 较为 简 
单 , 但 利用 此 结论 可 羯 齐 许 多 没有 Hamilton 回路 的 图 ,例如 ,图 
4.14 所 示 的 图 G 中 ,如 果 删 去 三 个 顶点 ui ,pz 和 v3, 就 产生 妈 个 
连通 分 支 , 故 CG 不 是 Hamilton 图 。 


图 4.14 
例 1 4.15 是 某 个 展览 馆 的 平面 图 。 其 中 每 个 相 邻 的 展览 
室 有 门 相 遗 。 证 明 不 存在 一 条 从 A 进入 ,经 过 每 个 展览 室 恰 好 一 
次 再 从 A 处 出 来 的 参观 路 线 。 
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图 4.15 围 4.16 
证 明 用 项 点 代表 展览 室 , 两 顶点 相 邻 当 且 仅 当 这 两 顶点 所 
对 应 的 展览 室 有 门 相通 。 可 得 一 个 连通 简单 图 G( 见 图 4.16), 则 
只 要 证 明 G 中 不 存在 Hamilton 回路 即 可 。 
从 图 4.16 可 知 , 顶点 ziyzz zu 互 不 相 邻 , 故 G 
| vva ,246 的 连通 分 支 由 18 个 孤立 顶点 +1 ,x+,'…,xig 组 


wo— {ya vd) = 18 > | 入， ye | 


由 定理 4. 3.1 知 ,G 无 Hamilton 回 路 , 即 满足 条 
件 的 参观 路 线 不 存在 。 

必须 指出 的 是 定理 4.3.1 仅 给 出 了 
Hamilton 图 的 必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 , 如 
著名 的 Petersen 图 ( 见 图 4.17), 尽管 满足 :对 
V{G) 的 每 个 非 空 真子 集 5, 均 有 

wlG -S$S)&|s| 

但 Petersen 图 不 是 Hamilton 图 (见习 题 4.10)。 

例 2 《1971 年 波兰 数学 奥林匹克 试题 ) 证 明 任 一 个 有 限 集合 
的 全 部 子 集 可 以 这 样 排列 顺序 ,使 任何 相 邻 的 两 个 子 集 仅 相差 一 
个 元 素 。 


图 4.17 
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证 明 ” 设 此 有 限 集 为 4 = j eicaz,…,ev| ,其 中 的 子 集 用 yx 
个 0 或 1 的 数列 来 表示 : 当 此 子 集中 合 4 的 第 i 个 元 素 时 ,0 一 ] 数 
列 的 第 i 个 数码 写 1 ,否则 写 0。 于 是 全 部 子 集 共 计 和 2 个 ,以 这 2” 
个 数列 为 顶点 , 当 生 仅 当 两 个 数列 仅 一 个 同位 数码 相 异 时 ,此 两 项 
点 间 连 一 条 边 ,得 一 个 图 G, 这 种 图 叫做 x 维 立方 体 , 它 可 由 两 个 
nn 一 二 维 立 方 体 (x 之 2) 对 应 顶点 (在 ” -- 1 维 立 方 体 中 标号 一 致 
的 顶点 ) 连 上 边 所 得 到 。 于 是 用 数学 归纳 法 易 证 它 是 Hamilton 图 ， 
按照 Hamilton 回路 的 顺序 排列 对 应 子 集 即 可 。 

图 4.18 是 ” 维 立方 体 a” = 3 的 情 (90 全 {100) 
形 , 上 底下 底 是 两 个 2 维 立 方 体 。 对 应 站 
顶点 连 线 后 (同时 把 上 底 中 项 点 标号 
末 位 加 号 0, 下 底 中 质点 标号 末 位 加 
号 1) 得 到 3 维 立方 体 。 粗 线 表示 出 一 
个 Hamilton 回路 :(100) (000)(010) 
(110) (C111) (011)(001)(101)(100)。 | 
对 应 的 子 集 排列 为 {al ,下 ,ja ， 0 下) 


{ ai ,aa | ， | af yazyasj ， {az,a3!, 国 4.18 


{ual, lasas)s 

更 高 维 的 情形 与 此 类 似 , 图 4.19 给 出 了 4 维 立 方 体 , 租 线 为 
Hamilton 回路 。 

下 面 讨论 Hamilton 图 的 充分 条 件 , 首先 证 明和 由 OQ. Ore 在 


1960 年 得 到 的 一 个 充分 条 件 。 


定理 4.3.2 设 台 中 任意 两 个 不 相 邻 的 项 点 4 与 v, 均 有 
dolu) + do(w) 2 p(C) 
则 如 是 Hamilton 图 (p(G) 之 39。 
证 了 明 ”首先 G 是 连通 的 ,和 否则 在 G 的 两 个 不 同 的 分 支 中 各 
取 一 个 顶点 u 和 vw, 有 
dolu) + del(v) pCG)-2 
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图 4.19 


这 与 给 定 的 条 件 相 矛盾 。 
在 G 中 到 一 条 最 长 路 
P= vov "vp 
可 以 证 明 G 中 存在 一 条 长 为 上 + 1 的 回路 ,并 且 k = p(G)-1。 
如 果 wo 与 内 在 生 中 相 邻 , 则 在 已 中 加 上 边 z 共 ,就 得 到 一 个 
长 为 &+I 的 回路 。 
如 果 we 与 wv 不想 分 ,由 给 定 的 条 件 
dolvo) + dol vw) 2 p(G) 


A= {vlvvn €E EC(O),1 RikE-1| 
B= fvlvo EE E(G),1EiEE-1| 
由 于 P 是 G 的 最 长 路 ,G 中 与 wo 和 mw 相 仔 的 顶点 全 在 P 内 。 故 
14A1= dt) 和 | = dol we) 
易 看 出 内 EE 4, 办 世纪, 于 是 
IANB'= 1a:+1|B3i-14U33l 
= det) t+ doc(tw}—- |AU BI 
之 pl(G) 7 (p(tG)-D)=1 
内 此 4 们 B 关 他。 设 vw EAN 8。 则 由 vi EA 知 ,vovi ri € 
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E{G), 而 义 由 vi 和 8 知 w vi E 上 {如 )。 这 梯 我 们 可 得 到 好 的 一 
条 长 为 上 + 1 的 回路 ( 见 图 4.20) 


Dl | Us 
hs 
而 
图 4.20 
人 二 0 人 1 人 TO 


如 果 下 + 1 之 p(G), 设 4 是 G 中 不 含 在 C 上 的 一 个 顶点 ,由 
于 扎 连 通 , 故 存在 (za -ww) 踏 虐 , 不 入 中 徐 wo 外 均 不 含有 C 中 
的 顶点 , 则 把 C 中 vo 关联 的 一 条 边 删 去 ,再 加 上 《wo 一 zz) 路 工 ,就 
可 得 一 条 长 度 至 少 是 有 + 1 的 路 ,与 P 是 G 的 最 长 路 的 假设 矛盾 。 
所 以 上 +T= p( 避 ), 即 C 就 是 G 的 Hamilton 回路 。 证 毕 。 
有 了 这 个 定理 的 结果 ,下 面 的 命题 就 成 了 此 定理 自然 挫 论 。 
推论 4.3.3tG.A.Dirac 1952) 车 G 是 具有 plp 之 3) 个 项 
点 的 简单 图 ,每 个 顶点 的 度 至 少 是 p 人 2, 则 G 是 Hamikton 图 。 
例 3 有 一 个 nn 人 的 团体 {nn 污 3), 这 个 人 中 互相 认识 的 对 


数 (两 个 人 认识 就 算 作 一 对 ) 至 少 是 方 (2 -1)(n - 2) + 2。 证 明 这 

4 个 人 可 以 围 案 而 华 , 使 每 个 人 与 他 相 邻 座位 上 的 2 个 人 认识 。 
证 明 。 以 顶点 代表 人 ,两 顶点 相 邻 当 且 仅 当 2 个 人 互相 认 

识 , 则 G 是 至 少 有 方 (a - 1)(n - 2) + 2 条 过 的 简单 图 。 现 在 证 明 


G 是 Hamilton 图 。 

候车 不 然 , 则 如 无 Hamilton 回路 ,由 定理 4.3.2 知 ,G 中 存在 
两 个 不 相 邻 的 顶点 u 与 vo。 使 dctn)+ dctv) < no 因而 G 中 至 多 
有 mn 一 1 条 边关 联 于 4 和 %。o 作 GG = G 一 Ju,v}; 由 于 ww 和 w 不 
相 邻 , 故 
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n-2 
dG) = aG) + ado) + dolo) < | jc 
一 《7 二 -2 1 


这 与 a9(G) 关 方 (n ~ 1)(n -2) -2 相 和 矛盾。 所 以 G 有 Hamilton 


回路 C。 现 在 只 需 按 C 的 顺序 安排 人 员 围 桌 而 坐 ,就 能 使 每 个 人 与 
相 令 座位 的 两 个 人 认识 。 

定理 4.3.4 设 G 是 连通 图,x 与 wv 是 G 中 两 个 不 相 邻 的 顶 
点 ,满足 

do {ut do(v) 

则 是 Hamilton 图 当 且 仅 当 上 G+ wv 是 Hamilton 图 。 

证 有 明 着 避 是 Hamilton 图 ,GG + uv 显然 也 是 Hamilton 图 。 

反之 ,如 果 G+ uu 是 Hamilton 图 , 设 C 为 G+ wv 的 Hamijlton 
回路 , 当 新 增加 的 边 ww 不 在 CC 上 时 ,CC 就 是 G 的 Hamilton 回路 ,如 
果 新 增加 的 边 ww 在 CC 中 , 则 CC -ww 是 G 的 一 条 Hamilton 路 。 并 
且 起 点 4 与 终点 vw 的 度数 之 和 至 少 是 p(tG) ,与 定理 4.3.2 同样 可 
证 邮局 中 合 有 一 条 包含 C -uv 所 有 顶点 的 回路 ,此 回路 就 是 避 的 
Hamijton 回路 。 所 以 好 是 Haniilion 图 。 证 毕 。 

根据 这 个 定理 ,车 uv EE E(tG) 且 du) + ds(v) 守 pLG)，, 
则 1 = 总 +am 与 怠 有 相同 的 Hamilton 人性。 再 考虑 G1, 若 存在 项 
点 工 和 y,zy EE(G1) 且 de (x) + do (vy) 之 六 Ci = p{(G), 
则 G2 = Ci +ry 是 Haniilton 图 当 且 仅 当 避 是 Hamilton 图 ,依次 
进行 这 一 过 程 ; 即 从 G 出 发 ,相继 地 连接 所 得 图 中 度数 之 和 至 少 
是 p(G) 的 不 相 邻 顶点 对 ,直到 不 能 进行 为 止 。 最 后 所 得 图 记 为 
CG), 称 C(G) 为 G 的 闭 包 .图 4.21 表明 了 图 G 的 闵 包 的 构造 
过 程 。 

根据 CtG) 的 构造 及 定理 4.3.4, 易 得 以 下 定理 。 

定理 4.3.5 图 G 是 Hamilton 图 当 且 仅 当 C(tG) 是 Hamilton 图 。 
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图 4.21 


推论 4.3.6 ”车 图 G 的 闭 包 C(G) 是 完全 图 , 则 当 p(G) 之 3 
时 ,G 是 Hamilton 图 。 

例如 ,将 图 4:14 中 的 边 zi mn 
换 为 xiu 得 图 G'( 见 图 4.22), 这 
个 图 的 闭 包 是 完全 图 ,因而 G 是 
Hamilton 图 , 有 趣 的 是 图 4.14 所 
示 的 这 个 图 G 并 不 是 Hamilton 
图 。 但 从 G 有 Hamilton 回路 可 
知 ,G 含有 一 条 从 xt， 到 xi 的 
Hamilton 路 。 

从 定理 4.3.5 可 知 ,判断 一 个 
图 G 是 否 为 Hamilton 图 就 转化 为 
判断 C(G) 是 否 为 Hamitton 图 。 从 C{G) 的 构造 不 难 发 现 ; 车 z+ 
和 yy 是 CC(G} 中 两 个 不 相 邻 的 顶点 , 则 

deco lz) + doo (ly) < pLG) 

另外 我 们 还 有 以 下 结论 ; 

定理 4.3.7 图 G 的 诸 包 CtG) 是 惟一 的 。 

证 了 明 设 G, 和 上 ;是 上 G 的 两 个 闭 包 ,由 避 得 到 Gi 所 添加 的 
边 依 次 为 e' 1 ,ey,…,e; 由 局 得 到 G2 所 添加 的 边 依 次 为 oi,v";， 
,Pe"1o 我 们 要 证 明 e 1,e ，，… ,eh 均 是 G; 的 边 , 如 果 不 是 这 样 , 设 
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图 4.22 


ew11 = vw 为 其 第 一 条 不 属于 G; 的 边 。 令 

= G+ [eie 2 ,e's | 
则 在 构 作 G 的 闭 包 Gi 的 过 程 中 的 下 一 步 是 在 护 中 连接 与 vo”, 即 
在 已 中 添加 边 e',4i, 故 

co + dp(v ) 2 pl(G) 
而 由 。 1 的 假设 ,日 全 6G;, 所 以 

de (vw) + de (vw ) > p(G) (3) 
但 与 v 在 G3 中 不 相 分 ,而 Cs 是 避 的 一 个 闭 包 。 故 

de,(v) + do (vw ) < 世人) 
这 与 式 (3) 相 了 矛盾 ,所 以 ee sy,"…,e 均 是 G 的 边 。 同 理 可 证 
ee ae 也 是 G 的 边 。 由 此 推 得 G1 = G2。 证 毕 。 

我 们 可以 利用 推论 4.3.6 来 推导 一 个 图 是 Hamilton 图 的 几 个 
以 顶点 度 表达 的 充分 条 件 。 例 如 , 当 6(G) 之 p(G)/2 时 ,CtG) 显 
然 是 完全 图 , 故 当 p(G)} 实 3 时 ,CG 是 Hamilton 图 。 当 G 满足 定理 
4.3.2 的 条 伴 时 ,C(tG) 也 是 完全 图 , 故 G 是 Hamilton 图 ,一 个 比 
Ore 定理 更 一 般 的 结论 是 由 Chvatsi 在 1972 年 给 出 的 定理 。 

定理 4.3.8 设 图 GG 的 度 序列 为 (di1,d2,… ,dp) ,di 所 di 所 
扩 dy, 让 之 3 车 对 任何 上 < 分, 或 有 di > 人 ,或 有 dst 之 pp 
£, 则 GC 是 Hamilton 图 。 

证 明 ”由 推论 4.3.6 知 ,只 要 证 明 6 的 闭 包 是 完全 图 ,假设 
C(G) 不 是 完全 图 。 在 C(tG) 中 取 两 个 不 相 邻 的 顶点 x 和 mw, 使 对 
CCG) 中 任何 两 个 不 相 邻 的 项 点 wo ,有 

dco (wu) + de (tv) deotu +t dro (vo) (4) 
不 妨 设 dereoifa) 委 decoy(v)o 因 为 C(tG) 是 6 的 闭 包 ,而 ww 和 vw 
是 CtG) 中 两 个 不 相 邻 的 顶点 , 故 有 
decio(u) + de (vu) <p (5) 
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记 有 = dcioy《4), 则 有 
A (deolu) + deo) (wv)) < p/2 (6) 
下 面 我 们 要 证 明 对 这 个 正 整 数 上 ,定理 的 条 件 不 满足 。 令 
S=frlzEYG)-jiohzoEEECIG))1 
T= fxrlr €E V(G})- fal,ru € E(C(O))! 
则 由 S、T 的 定义 以 及 式 (5) . 
1s|= p- datv) -1 doo(u) = & 
ITI=p-dro(lu) -1=p-k-1 
此 外 ,根据 x 和 w 的 选取 ,S 中 每 个 点 在 C(tG) 上 的 度数 不 超过 
dctoylu) = 此 ,而 UV fut 中 的 每 个 项 点 在 CCG) 土 的 度数 不 起 
过 dcoy(v) 之 pp 上。 因此 ,在 C(tG) 中 至 少 有 | S1{ 闫 上) 个 顶点 
的 度 小 于 或 等 于 ,同时 至 少 有 pp 一 (= [ 工 员 fi|) 个 顶点 的 
度 小 于 户 一 虫 于 如 是 C(G) 的 生成 子 图 ,因而 在 G 中 更 有 大 个 
点 的 度 小 于 或 等 于 上 以 及 至 少 有 pp -大 个 顶点 的 度 小 于 户 一 点。 从 


而 ds 护 &,dp-s < pp 一 ,而 由 (6) 式 有 名 < 分 ,这 与 定理 的 条 件 


相 矛 盾 。 证 毕 。 
需要 注意 的 是 ,定理 4.3.8 也 只 是 一 个 Hamilon 图 的 充分 条 
件 而 不 是 必要 和 条件。 另外 由 定理 4.3.8 可 直接 推 得 定理 4.3.2 和 
推论 4.3.3。 而 且 定 理 4.3.8 比 这 两 个 充分 条 件 葛 强 , 例如， 
4.22 中 的 图 满足 定理 4.3.8 的 条 件 ,所 以 它 是 Hamilton 图 ,但 这 个 
图 不 满足 定理 4.3.2 和 推论 4.3.3 的 条 件 。 
推论 4.3.9 ” 设 图 G 的 度 序列 为 (dd 本 


< dp 之 3o 车 对 任何 ,1 和 < 睛 了, 均 有 di > ks 车 pp 为 奇 
数 , 更 有 dj ，> 二 (pp 一 1), 则 G 是 Hamilton 图 。 
2(P+1) 2 


证 明 车 为 偶数 ,对 任何 正 整 数 < 妈 , 必 有 上 < 名 一， 
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故 有 定理 的 条 件 得 d。 > &, 则 由 定理 4.3.8 知 ,G 是 Hamilton 图。 
荐 也 为 奇数 ,对 友 < 二 ( 户 - D ,有 沁 > 上 ,而 对 = 方 (一 
1). 有 p -上 = 六 ( 户 + 1), 按 定理 条 件 
dn = di -1)+1= pk 


2 


故 由 定理 4.3.8 知 ,G 是 Lamilon 图 。 证 毕 。 
4.4 旅行 售货员 问题 


设 有 户 个 城镇 ,已 知 每 两 个 城镇 之 间 揭 醋 离 ,一 个 售货员 自 某 
一 城镇 出 发 巡回 售 货 ,人 向 这 个 售货员 应 如 何 选择 路 线 , 能 使 每 个 城 
镇 经 过 一 次 且 仅 一 次 ,最 后 返回 到 出 发 地 ,而 使 总 的 行程 最 短 。 这 
个 问题 称 为 旅行 售货员 和 问题。 容易 看 出 .旅行 售货员 问题 就 是 在 一 
个 赋 权 完全 图 中 , 找 一 个 具有 最 小 权 的 Hamilton 路 。 我 们 称 这 种 
回路 为 最 优 Hamilton 回路 。 

除 上 售货员 问题 之 外 ,邮局 中 负责 到 各 个 信箱 取信 的 邮递 员 ,以 
及 去 各 个 分 局 送 邮 件 的 汽车 等 都 会 类 似 地 过 到 这 种 问题 ,还 有 一 
些 问 题 表 面 土 似乎 与 之 无 关 , 而 实质 上 却 可 以 归结 为 售货员 问题 
来 解决 .既然 这 个 问题 有 着 如 此 广泛 的 应 用 ,那么 找 一 个 求解 最 优 
Hamilton 回路 的 有 效 算法 { 称 一 个 图 论 算法 是 有 效 算法 ,如 果 在 任 
何 图 G 上 施行 这 个 算法 所 澳 要 的 计算 总 步 数 都 可 由 ptG) 和 
g(G) 的 一 个 多 项 式 为 其 上 界 ) 就 成 为 一 件 很 重要 的 事 。 遗 憾 的 
是 ,目前 还 没有 一 个 求解 最 优 Hamilion 回路 的 有 效 算法 ,所 以 希 
望 有 一 个 方法 以 获得 相当 好 (但 不 一 定 是 最 优 } 的 解 。 下 面 我 们 给 
出 一 个 较 好 的 近似 算法 :最 邻近 算法 ,以 及 一 个 修改 方法 。 

设 6 =《V ,EE) 是 一 个 赋 权 完全 图 ,根据 实际 问题 ,我们 可 和 作 
如 下 规定 :对 VtG) 中 任何 三 个 顶点 u、v 和 ,满足 
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wauv) + wlvr) 2 wlur) 
求 近似 最 优 Hamilton 回路 的 最 邻近 算法 : 
(1) 任 选 一 个 点 wo 作 起 点 , 技 一 条 与 vo 关联 其 权 最 小 的 一 条 
边 e1,ei 的 另 一 个 端点 记 为 w ,得 一 条 路 mo mi 
{2) 设 已 选 出 路 woutm 在 V(G) 一 vn, 2 中 取 
一 个 与 对 最 近 的 相 邻 顶点 vw,11; 得 UN VOU? 
(3) 若 2+1< pl(G) 一 1, 用 i 和 代 i + 1 返回 (2)。 否 则 记 
C = Vow vouo 
停止 。 
最 后 所 得 的 CC 就 是 G 的 一 条 近似 最 a 
优 的 Hamilton 回路 。 例 如 ,在 图 4.23 中 ， 
粗 边 表示 了 起 点 选 a 并 用 最 邻近 法 求 得 
的 一 条 Hamilton 回路 
C= udbeea 
该 Hamilton 回路 的 长 度 为 40。 
用 最 邻近 法 求 得 的 Hamilton 回路 一 
般 不 是 最 优 的 。 但 通过 以 下 的 修改 ,可 获 
得 更 短 的 Hamilton 回路 。 
其 修改 方法 : 
设 C= vv vpvl 是 局 的 一 个 Hamilton 回 路 ,车 存 在 i.j 适 
合 1 达 i+1 达 jj < p ,并且 
wv Ft wv 区 mo 二 (oj 
则 Hamilten 回路 Cs = V102 D0 Vir10419"*' vpv1( 它 是 由 CC 
副 去 边 wp;ift 和 UAVj+L 添加 边 mm 和 vir vjrl 而 得 到 的 。 见 图 4.24 
所 示 ) 的 权 和 
三 (EC 站 = WC) Wo) 
十 (oOi41 < W(C) 
和 钴 而 Hamilton 回路 C; 将 是 CC 的 一 个 改进 。 
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图 4.24 图 4.25 


在 接连 进行 上 述 的 一 系列 修改 后 ,最 后 得 到 的 这 个 Hamilton 
回路 不 能 再 用 此 方法 改进 了 ,这 个 Hamilton 回路 虽然 未 必 是 最 优 
的 ,但 有 理由 认为 它 常常 是 比较 好 的 。 

例如 ,用 最 邻近 法 得 到 的 图 4.23 所 示 的 咏 的 Hamilton 回路 为 
C = cdtcea ,用 此 方法 修改 后 可 得 C” = ucebda 见 图 4.25, 其 长 度 
为 37。 

我 们 可 以 利用 Kruskal 算法 给 出 最 优 Hamilton 回路 解 的 下 界 
的 一 个 估计 式 , 设 v 是 赋 权 完全 图 G 的 任意 一 个 点 ,用 Kruskal 算 
法 求 出 GG 一 ww 的 一 个 最 优 树 了 , 设 忆 是 G 的 一 个 最 优 Hamilton 加 
路 ,最 然 C -wv 是 G - w» 的 一 个 生成 树 ,因此 

wT w{C— ov) 
设 中 与 关联 而 权 最 小 和 权 次 小 的 两 条 边 分 别 是 。 种/, 则 

wT)+ wle) t+ wl) wiC) 
因此 WCT)+ w(e) + xw( 放 将 是 6G 的 最 优 Hamilton 回路 的 一 个 
下 界 的 估计 式 。 以 图 4.23 中 的 避 为 例 ,如 一 c 的 图 为 图 4.26({a) 所 
示 , 用 Kruskal 算 法 求 得 G ~c 的 一 个 最 优 树 全 如 图 4.26(b) 所 示 ， 
了 的 权 为 22,.G 中 与 关联 而 权 最 小 的 两 条 边 为 ce 和 cb ,因此 避 的 
最 优 Hamilton 回路 C 满足 

wT)}+ wee) + wleb) = 22+5+8= 35 wlC) 

wiC)=37 
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由 此 可 和 网 结 会 上面 两 个 方法 所 得 到 的 Hamilton 回路 是 一 个 
很 好 的 近似 解 ,其 实 C 就 是 G 的 一 个 最 优 Hamilton 回路 。 

下 面 介 绢 旅行 售 演 问 题 的 二 个 应 用 实例 。 

1] 计算 机 线路 问题 

在 设计 计算 机 接口 时 经 常 遇 到 这 样 的 问题 :一 个 接口 由 一 些 
组 件 构成 ,每 个 组件 上 有 几 个 接线 插头 连接 起 来 ,由 于 插头 比较 小 
及 其 他 一 些 原因 ,规定 每 个 插头 上 至 多 接 两 条 电线 ,又 为 了 整洁 和 
避免 信号 相互 作用 ,要 求 使 电线 的 总 长 度 最 小 。 

这 个 问题 很 容易 归结 为 旅行 售货员 问题 ,事实 上 , 邻 P 为 需 
要 连接 的 所 有 播 头 的 集合 ,构造 一 个 以 了 为 顶点 集 的 完全 图 6G,G 
中 连接 插头 i 与 ; 的 边 的 长 度 C 定义 为 i 与 之 间 的 距离 ,这 样 ， 
需要 解决 的 问题 就 是 :在 G 中 找 一 条 长 度 最 短 的 Hamilion 路 。 令 
NN = PU 10}, 这 几 0 代 表 一 个 新 增加 的 顶点 ,对 于 任意 i € 已, 令 
Cn = 0。 易 见 在 以 NN 为 点 集 的 完全 图 上 求 出 旅行 售 货 问题 的 最 优 
解 即 可 得 出 G 中 最 短 的 Hamilton 路 。 

2} 行车 路 线 问题 

在 北 荷兰 的 Ductbh 省 的 28 个 城镇 中 ,国家 邮政 服务 公司 装 闸 
了 投 硬币 的 公用 电话 襄 , 一 个 筷 员 必须 每 星期 到 每 个 电话 享 去 一 
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至 二 次 ,以 收取 盒子 中 的 硬币 ,有 时 还 对 电话 进行 小 修理 。 他 每 天 
工作 时 间 不 超过 7 个 半 小 时 ,并 且 必 须 从 该 首府 Haarlem 出 发 并 回 
到 原 地 。 问 应 该 怎样 安排 才能 使 工作 天 数 以 及 整个 旅行 时 间 达 到 
最 少 。 

在 Utrecht 城 有 一 个 相似 的 问题 那里 有 200 个 信箱 要 由 一 些 
卡车 去 取信 ,卡车 的 起 点 和 终点 是 中 央 火 车 站 ,每 次 出 车 时 间 不 能 
超过 一 小 时 。 间 怎么 使 卡车 数 及 总 的 行车 时 间 达 到 最 少 。 

上 面 两 个 问题 (分 别 记 为 P; 和 P,) 都 是 经 典 的 行车 路 线 问 题 
(Vehicle Routing Problem) ,它们 可 以 描述 成 :有 wm 辆 车 要 去 访问 
个 城市 i(1 委 i 纪 12) ,起 始点 为 城市 0, 对 于 i,j € 10,1,2,…,nl， 
城市 i 与 j 间 旅行 时 间 为 di = di 分钟 ,在 城市 ;中 ,需要 工作 = 分 
钟 ,每 辆 车 每 次 出 车 的 时 间 不 能 超过 f 分 钟 ,问题 是 使 两 个 目标 ; 

4: 使 用 的 车 数 ， 
B(A): A 辆 车 的 行驶 总 时 间 
达到 最 小 。 
可 这 将 上 述 问题 转化 为 旅行 售货员 问题 。 办 法 是 ;将 出 发 点 0 改 
为 mr 个 虚设 的 出 发 点 2+ 1,n + 2,… ,n+ 1, 然后 定义 距离 如 下 : 
dints = darpst = diork = 4,2 mi = ,2 
ntr 二 = 1 2 

别 外 ,规定 ck = 0(& = 1,2,…,m)。 令 
N= {11,20 n,n 1 ,n+ ml 


又 对 于 任意 ij E N, 邻 


1 
Cs; 一 2 十 di + I 
于 是 ,可 以 考虑 以 N 为 点 集 的 旅行 售货员 问题 , 它 的 每 一 条 路 线 : 
可 以 写成 
f= tt i |} 


这 里 a+ 0 Ti +iw 为 由 个 虚设 的 出 发 点 。 如 果 把 这 些 
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虚设 的 出 发 点 仍 看 作 原 出 发 点 0, 就 成 为 以 0 为 出 发 点 的 nm 条 路 
线 了 。 如 果 这 nt 条 路 线 的 行车 时 间 都 不 超过 上 界 了 ,我 们 就 得 到 行 
车 路 线 问 题 的 一 个 可 行 解 。t 中 可 能 出 现 一 些 连 接 两 个 虚设 出 发 
点 的 边 ,如 果 有 m 一 A 条 这 样 的 边 , 则 实际 上 就 分 解 成 A 条 路 线 ， 
即 只 需要 用 A 辆 车 就 是 够 了 。 

下 面 解释 一 下 4 的 作用 : 

(1) 如 果 取 1 = + co , 则 所 得 解 中 不 会 出 现 连接 两 个 虚设 点 的 
边 。 故 mn 辆 车 全 部 用 上 , 求 得 的 是 总 行驶 时 间 BB(wi) 为 最 小 的 解 。 

(2) 如 果 取 4 = 0, 则 车 数 设 有 限制 , 求 得 的 是 总 行驶 时 间 最 
小 的 解 。 

(3) 如 果 取 》 = 一 co , 则 使 用 的 车 数 将 尽量 少 , 求 得 的 是 使 车 
数 最 少时 总 行驶 时 间 最 小 的 解 。 因 此 ,对 于 问题 P| 与 P; ,都 应 取 、 

当然 ,由 于 有 每 次 出 车 时 间 不 能 超过 了 的 限制 ,上 述 癌 题 与 行 
车 路 线 问题 并 不 完全 等 价 ,一 种 可 用 的 解 行车 路 线 问题 的 办 法 是 : 

{1) 取 一 条 路 线 1 ,满足 行车 路 线 问题 的 约束 ; 

(2) 有 一 种 选 代 法 来 改进 路 线 1 ,并 要 求 在 路 线 的 总 长 度 下 降 
时 , 仍 满足 行车 路 线 问 题 的 约束 。 


习 题 四 


4.1 在 下 面 这 个 图 中 找 一 个 Euler 环 游 。 
4.2 设 ( 是 连通 图 ,证 明 : 人 是 Euler 图 当 且 仅 当 存在 边 不 相交 
的 回路 C1,C;,"… ,Ci, 使 得 
E(G) = E(C) U E(C:) UU ECC;) 
4.3 设 简 单 图 G 是 一 个 Euler 图, 证 明 ;G 中 每 个 顶点 4, 均 有 


wlG 一 4) dn) 
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习题 4.1 
4.4 下列 图 形 中 哪 一 些 能 一 笔 不 重复 了 画 成 ? 


pl 
划 欧 


习题 4.4 

4.5 如 下 图 所 示 , 四 个 村 庄 下 面 各 有 一 个 防空 洞 甲 万、 两 、 丁 ， 
相 急 的 两 仿 防 空洞 之 间 有 地 道 相 通 ,并 且 每 个 防空 洞 各 有 
一 条 地 道 与 地 面相 通 ( 图 中 地 道 用 二 表示 )。 问 能 否 通 过 每 
条 地 道 都 怡 好 一 次 ? 


习题 4.5 
4.6 是否 存在 点 数 为 偶数 、 边 数 为 奇数 的 Euler 图 ?如 果 没 有 这 
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样 的 围 , 给 出 理由 ;如 果 存 在 这 样 的 图 ,给 出 一 个 实例 。 

4.7 在 平面 上 任 取 7 >2 个 点 ,把 每 个 点 用 线段 与 其 余 各 点 相连 
接 。 能 否 一 笔画 出 所 有 这 些 线段 ,使 第 一 条 线段 的 终点 与 第 
二 条 线段 的 起 点 相 重 ,第 二 条 线段 的 终点 与 第 三 条 线段 的 
起 点 相 重 ,……, 最 后 一 条 线段 的 终点 与 第 一 条 线段 的 起 点 
相 重 合 ?( 线 段 与 线段 之 闻 可 以 相交 但 不 能 重合 )。 

4.8 在 下 面 屿 权 图 G 中 找 一 个 最 优 环 游 。 


习题 4.8 


习题 4.9 


4.10 证明 Petersen 图 不 是 Hamilton 图 。 
4.11 ” 找 一 个 有 10 个 顶点 的 简单 图 局, 使 G 的 每 一 对 不 相 邹 顶 
点 与 ov 均 有 
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-15 


-16 


4.17 


.18 


dl(u)+d(v) 守 9 

而 G 不 是 Hamilton 图 ， 
证 明 : 若 有 Hamitton 路 , 则 对 V(G) 的 任意 一 个 非 空 真 
子 集 S 均 有 

wo- oIsl+l 
一 只 老鼠 边 吃 这 走 通 过 -一块 3X3X3 立 方 体 的 奶酪 ,要 通 
过 所 有 (27 个 )1 x 1 x 1 子 立 方 体 , 若 它 从 某 个 角落 开始 ， 
详 且 总 是 移动 到 下 一 个 相 邻 而 未 被 吃 过 的 子 立 方 体 . 它 能 
否 最 后 到 达 立 方 体 的 中 心 ? 
设 C 是 连通 图 G 中 蘑 一 铝 路 ,车 圳 去 忆 中 任意 一 条 边 就 得 
G 的 一 条 最 长 路 ,证 明 回 路 就 是 GG 的 Hamilton 回路 。 
置 1,2,… ,nln 323) 于 一 贺 周 上 ,使 相 邻 两 数 之 间 的 差 最 
多 为 2, 证 明 恰 有 一 解 ， 
(提示 :以 1,2,-…,n 为 顶点, 当 且 仅 当 |i -了 |l 委 2 时 连 一 
条 边 ij(i 考 门 ,所 得 图 (; 中 ,d(1) = 2, 只 要 证 明 G 有 惟 
一 的 Hamiltlon 回路 ) 
证 明 : 若 国 圆桌 至 少 坐 着 五 信人 ,那么 一 定 可 以 调整 他 们 
竟 座 位 ,使 得 每 个 人 的 两 侧 都 斤 着 两 个 新 邻居 。 
设 避 是 思 点 简单 图 (p 污 3), 点 ui 的 度数 最 小 ,us 的 度数 
次 小 .该 证 明 : 如 果 (Ca 322cdaz) 3 其 余 顶 点 的 度 
至 哨 是 记 / 人 2, 则 是 Hamilton 图 。 
设 扎 是 户 点 简单 图 ( 户 223) ,对 加 中 任 病 人 不 相 领 的 顶点 
4 so 均 有 

delu} +owuofktt 之 产 - 1 
证 明 G 有 Hamilton 器. 
设 一 相 十 二 面体 是 纸 做 的 ,能 否 把 这 十 二 面体 前 成 两 部 
分 ,和 要求 每 个 苗 也 分 成 二 部 分 ,但 不 通过 十 二 面体 的 顶点 ? 
(提示 ; 先 把 这 十 二 面 性 投影 到 平面 上 ,得 十 二 面体 平面 
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图 , 它 有 十 二 个 区 域 ,包括 外 部 区 域 。 再 以 这 些 区 域 作为 顶 
点 ,了 两 顶点 相 邻 当 且 仅 迪 这 两 个 区 域 有 公共 线段 ,得 有 十 
二 个 顶点 的 简 间 图 G, 考 虚 是否 有 Hamilton 回路 。) 


习题 4.19 

4.20 亚瑟王 在 玉 富 中 召见 他 的 2n 名 骑士 ,其 中 有 些 骑 士 之 间 
互相 有 优 。 巴 知 每 个 骑士 的 仇人 不 超过 nn 一 1s。 证明: 摩尔 
林 { 亚 蕊 王 的 谨 士 ) 能 够 让 这 些 骑士 国 桌 而 全 ,使 得 每 一 个 
骑士 不 与 他 的 优 人 相 孝 。 

4.21 设 侣 是 具有 户 渤 3 个 顶点 的 简单 图 ,证 明 若 对 每 一 个 名 ,J 
之 让 过 全 ,度数 小 于 或 等 于 此 的 顶点 数 小 于 名; 且 车 对 
奇数 的 户 ,度数 小 于 或 等 于 ( 户 - 1 的 顶点 数 小 于 或 等 于 
(PP 一) 并, 别 CG 是 Hamilton 图 ， 

4.22 ”来 下 列 这 些 图 的 闭 包 。 


习题 4.22 
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5 图 的 匹配 与 独立 集 


5.1 二 分 图 


在 4.3 节 的 例 1 中 ,由 展览 室 平面 图 所 得 到 的 图 G( 图 4.16 所 
示 ) 具有 这 样 一 个 特点 :可 以 把 G 的 顶点 集 划 分 为 两 部 分 X = 
zi rzr 18|、Y = fy1;y2，… ;yw ;使 得 G 中 的 每 一 条 边 的 
两 个 端点 分 别 在 X 和 YY 中 ,我 们 称 这 种 类 型 的 图 为 二 分 图 。 

定义 5.1.1 如 果 V(G) 可 以 划分 为 两 部 分 X 和 了 ,使 得 图 
G 中 每 条 边 的 两 个 端点 一 个 在 X 中 ,而 另 一 个 在 了 中 , 则 称 G 是 
二 分 图 ,和 和 YY 称 为 G 的 二 分 划 , 记 为 G = (X,Y;E)。 

例 1 如 图 5.1 所 示 的 两 个 图 是 二 分 图 。 


图 5.1 

从 定义 可 见 ; 二 分 图 G = (X,YiE) 的 两 个 点 导出 子 图 
G[X] 与 G[ Y] 是 空 图 .1.5 节 中 所 介绍 的 完全 二 部 图 是 二 分 图 ， 
在 此 称 为 完全 二 分 图 。 

在 日 常生 活 中 , 磁 到 类 似 二 分 图 的 例子 很 多 。 
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例 2 人 员 分 配 问题。 某 公司 分 配 3 个 工人 做 加 件 工作 ,就 林 
以 用 一 个 二 分 图 来 表示 。 代 表 人 的 一 组 顶点 用 其 = x1,x2,*…， 
z,| 表示 ,代表 工作 的 一 组 用 顶点 了 = iiya……yo 上 表示 om EE 
信 与 yy 全 Y 相 分 当 明 仅 当 工 人 zx; 能 做 工作 ,所 得 图 是 一 个 二 
分 图 。 

例 3 公用 设施 问题 .代表 住户 的 顶点 作为 一 组 ,代表 公共 设 
施 ( 如 水 厂 、 电 厂 .煤气 公 可 .电话 公 司 等 ) 的 顶点 又 是 一 组 ,各 住 
户 与 各 公共 设施 之 间 服 务 录 属 关系 可 以 描述 成 -- 个 图 ,这 样 所 得 
图 也 是 二 分 图 ,如 图 5.2 所 示 。 


水 三 电 上 煤气 公司 电话 公司 


图 5.2 图 5.3 
要 注意 的 是 并 不 是 每 一 个 图 都 是 二 分 图 。 如 图 5.3 所 示 的 图 


图 均 是 空 图 ,下 面 的 定理 解决 了 判别 一 个 图 是 否 为 二 分 图 约 问 题 。 

定理 5,1.1 非 平 凡 图 台 是 二 分 图 当 且 仅 当 G 中 不 含有 长 为 
奇数 的 回路 。 

证 明 咯 ( 见 第 二 章 定理 2.1.4) 

对 于 二 分 图 来 说 ,有 一 些 显而易见 的 性 质 , 例如 二 分 图 局 
(X,Y; 玉 ), 当 |X| 短 [YY| 时 ,G 不 是 Hamilton 图 ;如 果 二 分 图 G 
(,Y; 玉 ) 是 正则 的 (& 送 1), 则 |X| = | Y|。 其 证 明 留 给 读者 。 

一 个 简单 二 分 图 G = ( 光 ,Y; 忆 ) 与 一 个 阶 数 比 邻接 和 矩阵 小 的 
(0,1) 和 矩阵 一 一 对 应 。( 例子 网 第 一 章 第 六 节 ) 
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5.2 对 集 


我 们 知道 ,上 一 节 给 出 的 人 员 分 配 问题 所 对 应 的 图 是 二 分 图 。 
车 现 有 1 个 工人 人 ,有 项 工作 . 试 向 能 否 给 每 一 个 工人 人 分配 一 项 他 
能 胜任 的 工作 ,并 使 得 每 项 工作 都 有 人 人 移 。 如 果 能 作 这 样 的 分 本 . 
那 怎 样 进行 分 配 ?图 论 中 的 对 集 就 是 为 了 解决 这 类 问题 而 产生 的 。 

设 有 一 个 满足 要 求 的 分 配方 案 : x。 做 y; 这 项 工作 人 = 1,2， 
当然 上 关 j 时 ,3 到 2 ,那么 在 分 配 图 中 ,以 zx 和 ww 为 端 
点 的 这 条 边 {zem = 1,2, ,| 中 的 任 两 条 边 不 相 邻 。 图 
5.4 是 一 个 2 = 5 的 例子 , 粗 边 表示 这 类 边 , 反 之 ,如 果 在 这 个 人 员 
分 配 留 中 存在 n 条 具有 如 此 性 质 的 边 , 就 有 一 个 满足 要 求 的 分 配 
方案 。 

所 以 人 员 分 配 问题 就 归结 为 图 中 这 样 的 一 个 问题 :能 否 欠 人 
员 分 配 图 中 找 出 条 边 ,它们 中 的 任 两 条 边 不 相 邹 ,其 实 还 有 另外 
一 些 实际 问题 最 后 也 将 归结 为 在 图 中 找 一 些 互 不 相 邻 的 边 的 问 
题 , 因 此 具有 此 性 质 的 边 子 集 在 应 用 中 有 着 特殊 的 作用 ,而 且 也 其 
有 丰富 的 理论 意义 。 在 这 一 节 及 下 一 节 我 们 将 讨论 这 类 边 子 集 。 

定义 5.2.1 设 G = (V,E) 是 一 个 无 环 图 ,M = |ei,e2， 
“… ,tel 是 6G 的 一 个 边 子 集 , 即 肾 M 中 任意 两 条 边 互 不 相 邻 , 则 称 
MM 为 图 G 的 一 个 对 集 , 而 M 中 一 条 边 的 两 个 端点 称 为 在 M 下 是 
配对 的 ;如 果 项 点 二 与 M 中 的 某 条 边关 联 , 就 称 ” 是 M 饱 和 的 , 否 
则 吝 称 vw 是 M 非 饱和 的 。 

例如 ,图 5.4 中 的 5 条 粗 边 组 成 的 集合 M = | zi 因 ，ra3syz3yl， 
+4y4yz5ws| 是 该 图 的 一 个 对 集 。 图 .5 中 ,M = fenesj 是 G 的 
一 个 对 集 。 这 里 vj 与 wa ,vax 与 us 是 在 财 王 配对 的 ;而 w4 和 we 是 
6 中 两 个 M 非 饱 和 点 。M ”= feiyesyez| 也 是 G 的 一 个 对 集 。 与 
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M 不 向 的 是 G 中 不 存在 M 非 饱 和 点 。 


AX] 可 2 入 1 BE Ts 


图 5.4 图 5.5 


定义 5.2.2 ”如 果 图 G 的 一 个 对 集邮 饱和 CC 中 每 一 个 顶点 ， 
则 称 M 为 G 的 完美 对 集 。 

按 定义 ,图 5.5 中 的 M = |e1,ea,e7| 是 的 一 个 完美 对 集 ， 
而 M 不 是 6 的 完美 对 集 , 杰 注意 的 是 并 不 是 每 一 个 图 都 有 完美 对 
集 。 一 个 明显 的 必要 条 件 就 是 G 的 点 数 p{G) 为 偶数 ,而 二 分 图 GG 
二 (X,Y ;五 ) 有 完美 对 集 的 一 个 必要 条 件 是 |X:= |Y'。 

定义 5.2.3 侣 的 一 个 对 集 M 称 为 是 最 大 对 集 ,如 果 对 G 中 
一 切 对 集 M' 均 有 

| Al 委 MI 

明 久 地 ,如果 留 G 有 完美 对 集 , 则 G 的 每 一 个 完美 对 集 必 定 
是 最 大 对 和 集 。 因 此 我 们 可 以 通过 寻找 最 大 对 集 而 来 讨论 其 中 的 完 
美 对 集 。 

定义 5,2.4 设 以 是 G 的 一 个 对 集 ,P 是 GG 中 一 条 路 ,如 果 
P 中 的 边 在 MM 与 E(G) - M 中 交替 出 现 ,就 称 PP 为 一 条 M 交错 
路 ,其 起 点 与 终点 是 M 非 饱 和 的 M 交错 路 称 为 M 可 扩 路 。 

例如 , 图 5.5 中 ,M = jeesl 是 G 的 一 个 对 集 ,P = 
wyvavs 02v1 是 一 条 好 交错 路 ;而 了 = vyvavsvs 是 一 条 M 可 扩 路 。 
容易 看 出 ,在 一 条 三 可 扩 路 中 ,第 一 条 边 与 最 后 一 条 边 都 不 是 M 中 
的 边 , 困 而 可 扩 路 中 属于 M 的 边 数 比 不 在 M 中 的 边 数 少 一 条 。 
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为 什么 把 起 点 与 终点 是 非 饱 和 点 的 M 交错 路 称 为 M 可 扩 路 
呢 ? 这 是 因为 一 旦 在 G 中 找到 一 条 这 样 的 M 可 扩 路 户 ,就 可 以 对 
现 有 的 对 集 M 进行 调整 而 得 另 一 个 比 M 多 一 条 边 的 对 集 M 。 调 
整 的 方法 是 这 样 的 :把 可 扩 路 己 上 原来 在 对 集 M 上 的 边 从 对 集 M 
中 划 和 去 ,而 把 P 上 原来 不 在 镍 中 的 边 加 到 M 中 去 ,得 到 G 的 一 个 
边 子 集 . 

Mi = (M- E(P)} U (EC(P)- M}) = MAFE(P) 

【 注 :集合 AAB = (4 -- B) U(B -- 4A) 称 为 集合 A 与 BB 的 对 称 差 ) 
由 于 M 可 扩 路 PP 的 起 点 与 终点 是 M 非 饱 和 点 ,用 上 面 方法 调整 后 
所 得 到 的 边 子 集 Mi 仍 是 G 的 -- 个 对 集 。 显 然 | Mi| = |M|+1; 和 如 
图 5.5 中 ,P= vavawsvs 是 对 集 M = |e1,e41 的 一 条 可 扩 路 , 取 M 
与 上 EC(P) 的 对 称 差 M = MAE(P) = 和 el,e3;e7] ,Mi 是 GG 的 另 一 
个 对 集 , 比 原 对 集 M 多 一 条 边 。 

现在 再 查看 G 中 是 否 还 存在 Mi 可 扩 路 , 如果 存 在 ,可 以 对 
M 继续 调整 {图 5.5 中 ,Mi 已 是 完美 对 集 , 故 不 能 再 作 此 调整 )。 
继续 这 一 过 程 ,最 后 一 定 能 得 到 6 的 一 个 对 集邮 ,使 中 不 青 存 
在 好 可 扩 路 , 纯 对 M' 不 能 用 此 方法 进行 调整 来 得 到 一 个 更 大 的 
对 集 ,那么 M' 是 否 为 G 的 最 大 对 集 。Berge 在 1957 年 证 明了 这 样 
的 对 集 就 是 G 的 一 个 最 大 对 集 ， 

定理 5.2,1 G 的 一 个 对 和 集 放 是 最 大 对 集 当 且 仅 当 G 中 不 存 
在 M 可 扩 路 。 

证 明 ”必要 性 ”设计 是 最 太 对 集 , 则 G 中 必 不 存在 M 可 扩 
路 ,否则 , 若 P 是 G 的 一 条 六 可 扩 路 , 则 利用 M 和 E(P) 作 对 称 差 
得 G 的 另 一 个 对 集 M， = MAE{P), 并 旦 [Mi|= 11M|+1, 这 与 
M 蚌 G 的 最 大 对 集 相 矛盾 。 

充分 性 ” 设 忆 中 不 存在 拷 可 扩 路 ,我 们 要 证 明 MM 就 是 G 的 
一 个 最 大 对 集 。 反 证 法 ,假设 M 不 是 最 大 对 集 , 令 M 的 6 的 最 大 
对 集 , 则 | M1< | M |。 置 刀 = G[MAM’], 由 于 如 中 的 每 一 个 顶 
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点 至 多 与 M 中 的 一 条 边 以 及 与 M' 中 的 一 条 边关 联 ,所 以 互 的 每 
个 顶点 的 度 不 是 1 就 是 2, 因 此 H 的 每 一 个 连通 分 支 或 是 其 边 在 
MM 和 MM 中 交替 出 现 的 偶 回路 ,或 是 其 边 在 M 和 M 中 交替 出 现 的 
路 (图 5.6 给 出 了 其 中 的 一 个 事例 )。 由 |M > | 名 | 可 知 ,如 中 
1 的 边 数 多 于 计 的 边 数 。 而 五 的 每 个 回路 中 ,AM 与 M 的 边 数 相 
则 ,所 以 在 呆 中 必 存 在 一 个 连通 分 支 是 一 条 路 疡 , 旦 王 中 邮 的 边 
数 比 M 的 边 数 多 ,因此 了 的 第 一 条 边 与 最 后 一 条 边 都 在 M' 中 ,由 
此 推 得 PP 的 起 点 与 终点 是 MM 非 饱和 点。 于 是 PP 就 构 以 成 了 G 的 一 
条 对 可 扩 路 。 这 和 与 台 无 好 可 扩 路 的 假设 相 了 矛盾 。 也 即 证 明了 M 是 
C 的 一 个 最 大 对 集 。 证 毕 。 


Th 


具有 M{ 粗 边 ) 和 M'( 断 续 边 ) 的 图 G G[MAM’] 
图 5.6 

由 该 定理 的 证 明 及 结论 可 知 , 找 一 个 图 的 最 大 对 集 的 关键 就 
是 设法 寻找 可 扩 路 .如 果 不 存在 所 给 对 集 的 可 扩 路 ,该 对 集 就 是 最 
大 对 集 。 

一 个 图 有 完美 对 集 的 一 个 充分 必要 条 件 是 出 Tuue 在 1947 年 
获得 的 。 

图 的 连通 分 支 根据 它 有 奇数 个 点 或 有 侦 数 个 点 面 分 别称 为 奇 
分 支 和 偶 分 支 。 我 们 用 two( (3) 表示 图 G 的 奇 分 支 个 数 。 

定理 $.2.2 图 G 有 完美 对 集 的 充分 必要 条 件 是 对 V(G) 的 
任意 真子 集 S , 均 有 
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wolG— S$)&|SI| (1) 
证 明 ”我 们 只 需要 对 条 单 图 证 明 该 定理 即 可 。 
必要 性 ” 设 M 是 G 的 一 个 完美 对 集 ,S 是 V(G) 的 一 个 真子 
集 , 并 设 G, ,G1,…,G, 是 G -5 的 奇 分 支 , 因 为 G; 是 奇 分 支 , 而 
M 是 G 的 完美 对 集 , 所 以 G; 的 某 一 顶点 一 定 在 M 下 与 $S 中 的 
一 个 顶点 vw(i = 1.2,…,1) 配对 ( 侈 图 S$.7 所 示 ),， 则 由 
fv,v2:" oo 二 3 有 
of(G -SS) = = | {vv ,ow) | S| 


图 5.7 


充分 性 ” 反 证 法 ”假设 GG 满足 式 (1) 但 不 含 完美 对 集 。 令 
是 具有 这 种 性 质 而 边 数 最 多 的 一 个 图 。 

在 式 (1) 中 取 S = 他, 和 旭 由 wo(G) = 0 知 ,p{G) 是 偶数 。 

以 U 表示 G 中 度数 为 p(G) -1 的 点 的 集合 ,显然 U 关 
V(G) ,我们 将 证 明 :G - U 是 不 相交 的 完全 图 的 并 图 。 

事实 上 , 若 不 然 ,G - UU 的 某 一 分 支 不 是 完全 图 , 则 该 分 支 中 
存在 点 xz,y 和 xz, 使 得 xy€ E(G),yz EE(G) 但 xz EE(G)( 定 
理 2.3.6), 因 y 万 上 ,在 GU 中 存在 点 w, 使 yw EE E(G)。 

由 于 G 是 不 全 完美 对 集 的 极 大 图 ,所 以 G+ xz 和 G+ wy 都 
有 完美 对 集 , 设 分 别 为 Mi 和 MM。 用 日 青 示 由 MIAM; 导出 的 G 
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+ frz ,yw| 的 子 图 ,因为 HH 的 每 个 点 的 度 为 2, 所 以 日 是 由 一 些 
不 相交 的 回路 组 成 的 子 图 。 进 一 步 , 由 于 沼 着 这 些 回路 的 边 虹 在 
Mi 与 M; 中 交管 出 现 的 ,所 以 每 个 瑞 中 的 回路 长 为 偶数 。 下 分 两 
种 情况 讨论 : 

(1) rz 和 yo 属于 互 的 不 同 分 支 中 

设 ww 在 瑞 的 回路 忆 中 ( 见 图 5.8(a) 所 示 ), 则 Mi 在 C 中 的 
边 连同 M; 不 在 C 中 的 边 一 起 组 成 G 的 一 个 完美 对 集 ,这 和 G 的 
取 法 矛盾 。 


(Ai 粗 边 , M3 继续 边 ) 
图 $.8 


(2) zz 和 yw 属于 末 的 同一 分 支 忆 中 

根据 + 和 < 的 对 称 性 ,可 以 假设 x 、y、w、z 依次 出 现在 C 中 
(多 图 5.8(b) 所 示 )。 于 是 MM 在 CC 的 yw…< 这 一 节 中 的 边 连同 vx 
以 及 Ms 不 站 CC 的 yw…*z 这 一 节 中 的 边 一 起 组 成 G 的 一 个 完美 对 
集 ,再 次 与 G 的 取 法 矛盾 。 

因此 不 论 铺 形 (1) 或 (2) 都 导致 矛盾 ,由 此 可 知 G- 已 确 是 由 
不 相交 的 完全 图 组 成 。 

现在 根据 (1) 式 , 有 

wo(G—- VU)EIUI 
对 此 G -UU 的 奇 分 支 个 数 最 多 是 | U| 个 ,但 这 样 一 来 ,G 显然 有 
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一 个 完美 对 集 ;G - LU 的 各 个 奇 分 支 中 的 一 个 顶点 和 L 的 一 个 项 
点 配对 。U 中 余下 的 项 点数 必 为 偶数 ,可 以 两 两 配对 .G - U 的 各 
分 支 中 余下 的 顶点 也 可 以 相应 的 两 两 配对 .如 图 5.9 所 示 。 


局 一 /的 柯 分 云 G 一 U 的 侦 分 支 


A 


图 5.9 
由 于 假设 G 是 没有 完美 对 集 的 , 因而 得 到 了 希望 出 现 的 巴 
盾 。 于 是 G 确 有 完美 对 集 。 证 毕 。 


应 用 Tutte 定理 可 以 证 明 ; 
推论 5.2.3 设 G 是 有 偶数 个 点 的 大正 则 连通 图 , 若 对 
VLG) 的 任 一 非 空 真子 集 3， 
1[S,S]|>k -1 
则 G 有 完美 对 集 。 
证 明 设 S 是 V 的 任 一 非 空 真 子 集 ,G1,G2、… ,Gs 是 G-5S 
的 奇 分 支 , 对 每 个 G, ,由 假设 
又 所 是 有 正则 图 , 故 
[VCGD VCGD 2D) delw)- 之 do 人 


4 VEG [3 ABER 
和 Ep{G;) - 2g(G:) 
由 于 p(G,;) 是 奇数 ,所 以 |[V(G), VC(Gi)]| 与 有 相同 的 奇偶 
性 ,因此 
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|[Y(G) ,VCGT]| > 
于 是 


woat G 一 S) 


"<1 Iv(G) VG]| 


# 
ji 


LIESs, V(Gi)]| 


< 二 11S, | 和 二 (Si = 15| 
从 而 由 Tutte 定理 , G 有 完美 对 集 。 证 毕 。 

例 (1951 ~ 1964 年 奥林匹克 数学 竞赛 题 ) ” 某 工 三 生 产 由 六 
种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 ,由 这 个 工厂 所 生产 的 双色 布 中 ,每 
一 种 额 色 至 少 和 其 他 三 种 颜色 搭配 。 证 明 可 以 挑选 出 三 种 不 同 的 
双色 布 , 它 们 含有 所 有 的 六 种 颜色 。 

证 明 ”首先 建立 图 G = (V,E), 六 种 颜色 与 图 的 6 个 顶点 
相对 应 ,连接 一 对 顶点 之 间 的 边 表示 该 工厂 生产 出 一 种 由 这 两 种 
颜色 搭配 而 成 的 双色 布 , 这 样 就 得 到 一 个 6 点 简单 图 。 直 题 意 6 中 
每 个 顶点 的 度 至 少 是 3, 每 条 边 对 应 一 种 已 生产 的 双色 布 ,只 要 证 
明 所 构成 的 图 G 含有 一 个 完美 对 集 。 

设 VGG) = jaypayeayzdyaziya6| ,不 妨 设 mna E EE(G)， 
由 于 di{w1) 之 3, 存 在 一 个 不 同 于 vw 的 顶点 mt4 委 委 0)。 
熏 wav; EE E(G), 不 妨 设 1 = 4, 即 v3v4 蕊 E(G), 

如 果 viv E FIG), 则 faiva vaod aa6: 就 是 G 的 一 个 完 
美 对 集 。 

如 果 mswe 世 五 (G) ,由 于 cofas) 之 3,olvoazasas 中 至 少 
有 3 个 顶点 与 ws 相 邻 , 即 ws 与 wiw2、v3v4 中 的 每 一 条 边 的 某 1 个 
姨 点 相 邻 ,不 妨 设 vivs € EC(G) 和 vavs € E(G)。 

对 于 点 we ,同样 与 | wt,waywayvs} 中 的 至 少 3 个 点 相 邻 , 即 在 
v2 各 ws 中 至 少 有 1 个 点 与 v6 组 邻 。 如 果 mas EE EC(C), 则 
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| ovs .ztavza26| 是 如 的 一 个 完美 对 集 ; 如 果 wve E 已 (G) , 则 
{ovavavsvvavsj 是 G 的 一 个 完美 对 集 。 

综 上 所 述 ,G 总 存在 完美 对 集 ,完美 对 集中 的 三 条 边 所 对 应 
的 三 种 双色 布 即 为 所 求 。 


5.3 二 分 图 的 对 集 


在 许多 实际 应 用 中 ,最终 都 将 好 结 为 求 二 分 图 C = {X,Y， 
E) 的 完美 对 集 或 更 -- 艇 地 求 饱 和 及 中 每 个 点 的 一 个 对 集 。 存 在 
这 种 对 集 的 一 个 充分 必要 条 件 是 由 Hall 在 1935 年 给 出 的 。 

定义 5.3.1 对 于 图 避 的 任 一 顶点 子 集 5,( 中 S 的 邻 集 是 与 
S 中 的 项 点 相 邻 的 所 有 顶点 全 体 , 记 为 NefS)。 

鲍 如 ,图 5.10 中 . 取 S = | rm4， 
ws} 则 NG(S) = vz, v4 vss rel 

其 实 不 难 直 接 验 证 ,对 每 个 S 局 
VC ， 

NelS) = UNo(u) 


定理 5.3.1 设 G= (X,Yi;F) 
是 二 分 图 , 则 G 有 人 饱和 XX 的 每 个 项 点 图 5.10 
的 对 集 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 SS 区, 均 有 
| Ne(S)| 15 (2) 


证 明 ”必要 性 ”假设 M 是 二 分 图 G = (X,Y; 玉 ) 的 一 个 饮 
和 X 中 每 个 顶点 的 一 个 对 集 ,5 = frtrayzr| 是 X 的 任意 -- 
个 非 空 子 集 , 则 在 了 中 存在 7 个 顶点 yw 在 M 下 分 别 与 
2 xy 配对。 因而 2 wetS), 故 
| Nets)| 2 18| 
充分 性 设 马 = (站,Y;E) 是 满足 式 (2) 的 二 分 图 ,M 是 G 
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的 一 个 最 大 对 集 。 下 证 M 人 饱和 XX 中 的 每 个 顶点 。 
反之 ,如 果 X 中 存在 M 非 饱 和 点 , 设 u 是 其 中 的 一 个 , 置 

A= |ztlx EXX- {fu},G 中 存在 从 到 的 MM 交错 路 | 
因为 M 是 最 太 对 集 , A 中 的 每 个 顶点 者 是 M 饱和 的 。 为 此 , 记 B 
是 Y 中 在 人 M 下 与 A 配对 的 顶点 集合 ,显然 |A|= |B|( 见 图 5.11 
所 示 ), 现 令 

S=AUial 
易 见 BS No(tS)o。o 下 证 Ni,(S) = 号 。 


— 


a 


图 5,11 

车 存在 vy€ Ne(S) -8B, 记 S 中 与 y 相 邻 的 这 个 点 为 x, 则 如 
的 边 zy 不 在 MM 中 。 现 分 两 种 情况 来 讨论 : 

第 一 种 情况 :y 是 M 非 饱 和 点 ,由 于 x EA 了 ful, 如 果 x = 
如 ; 则 zy 就 是 G 的 一 条 可 扩 路 ,与 M 是 最 大 对 集 相 交 盾 。 如 果 
xz 和 有 ,由 站 的 定义 ,G 中 存在 一 条 从 4 到 x 的 M 交错 路 PP, 在 P 
中 再 加 上 边 ry 就 得 G 的 一 条 凡 可 扩 路 ,上 青 次 与 M 是 最 大 对 集 相 
志 盾 。 

第 二 种 情况 ;y 是 M 人 饱和 点 。o 设 在 M 下 与 y 配对 的 顶点 为 一， 
则 xx' 巨 及 ,否则 y EE Bo 在 在 中 存在 从 x 到 xz 的 MM 交错 路 PP, 再 加 
上 -rz ,就 得 到 6 的 一 条 从 上 4 到 x' 的 MM 交错 路 , 故 万 妇 , 亨 盾 。 

以 上 两 种 情况 均 不 能 成 立 , 也 就 说 明了 Ne{5S) 一 B= 地, 所 
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以 NM:(S) = B。 易 得 
INe(S)|= 131= 141= isi-1<1s| 
这 与 G 满足 式 (2) 相 矛 盾 , 所 以 M 饱和 XX 中 的 每 个 顶点 。 证 毕 。 
如 果 一 个 二 分 图 (; = (X,Y;E) 满 足 |X1= |Y| ,那么 GG 的 
饱和 X 中 每 个 顶点 的 对 集 就 是 G 的 一 个 完美 对 集 。 因 而 定理 
5.3.1 也 给 出 了 二 分 图 G = (XW,Y; 玉 ) 有 完美 对 集 的 一 个 充分 必 
要 条 件 。 | 
推论 5.3.2 ”二 分 图 (2 = {X,Y; 户 ) 有 完美 对 集 的 充分 必要 
条 件 是 |X| = |Y| ,并 且 对 一 切 SS 三 四 , 均 有 
IN,(S)| 守 15S| 
定理 $.3,1 也 可 以 表述 为 一 个 关 地 所 谓 集合 族 的 相 异 代表 系 
的 结果 : 设 A1,A;,… ,上 4 是 集合 S 的 zz 个 子 集 , 子 集 族 (Ai ,4A，. 
… 4) 的 一 个 相 异 代表 系 是 指 S 的 一 个 子 集 jel,aaz，…aw | ， 
满足 当 1 所 i 各 时 .有 a,€ 4,, 并 且 当 i 关 j 了 时 有 a; 关 a;; 则 
子 集 族 (A1,A4s,… ,AA,) 有 相 异 代表 系 当 且 仅 当 对 于 集合 ,2， 
… ,| 的 所 有 子 集 J, 有 
| VA:| 产 1 (3) 
事实 于 ,我 们 可 以 作 一 个 二 分 图 G = (X,Y;FE), 其 中 六 = 
A .bj 与 A 育 边 连接 当 
且 仅 当 6 E€ 4 这 祥 1Ai ,4 ,Anw) 有 相 异 代表 系 就 等 价 于 忧 
中 存在 一 个 饱 入 中 每 个 硕 点 的 对 集 。 
而 根据 图 G 的 结构 ,对 于 任意 的 EE 11,2,….m|, 有 
;UAi | 之 iJ| 
与 中 对 任意 的 X 己 革 有 
| Ne 
相等 价 , 央 而 由 定理 $.3.1, 此 结论 成 立 。 
-推论 $5.3.3 若 台 是 At 之 1) 正则 二 分 图 , 则 G 有 完美 对 集 。 
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证 明 设 G = (X,Y;E) 是 正则 二 分 图 , 则 |X|= 
| Yi( 见 习 稻 5.1)。 令 S 是 XX 的 任意 一 个 子 集 ,用 ;和 ,分别 表 
示 与 $ 和 Ne(S) 中 的 顶点 相关 联 的 边 子 集 。 根 据 Ne(S) 的 定义 ， 
记 CS Es, 而 由 于 GG 是 正则 二 分 图 , |Ei|= &|Si, Es| = 
| NotS)|, 因 此 
k|NetS)|= [Es|> |E|= £1S| 


于 是 

IN6(S)| 守 1S| 
根据 定理 5.3.1,G 有 饱和 X 中 每 个 顶点 的 对 集 , 因 而 G 有 完美 对 
集 。 证 毕 。 


推论 5.3.4 设 G = (XX,Y;EE) 蚌 连通 的 二 分 图 , 则 G 的 每 
一 条 边 都 合 在 一 个 完美 对 集中 的 充分 必要 条 件 是 |X|= |Y|, 且 
对 的 每 一 个 非 空 真子 集 5, 均 有 
[NetS)| 守 |SI+1 (4) 
证 明 ”必要 性 ” 设 G 的 每 一 条 边 含 在 一 个 完美 对 集中 , 令 
S 是 多 的 任意 一 个 非 空 真子 集 , 因 为 G 连通 , 故 Nc(S) 中 存在 一 
个 顶点 y 与 站 ~S 中 的 一 个 顶点 z 相 邻 。 对 于 边 zy,G 中 存在 一 个 
对 集 M 含 边 zy, 则 M - 1zy} 就 是 G - |x ,wl| 的 完美 对 集 , 而 $ 
守 久 一 1z|, 由 定理 5.3.1 知 
| Ne- (5)| 守 1s| 
明显 地 
NelS) = Noie,r tS)U by} 
所 以 
[Nae{S)|= Nejad(S)|+i 1SI+t 
充分 性 ”站 G6G = (X,Y;E) 中 任 取 一 条 边 xy, 考 处 二 分 图 
G -+zrvylo 在 和 -1zl 中 任 取 一 个 点 子 集 S, 则 易 见 
Ne{S) SE Ne-ir.y (5S) U ly 
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结合 式 (4) ,有 
New(S)+T3 |Ne(S)|2 |SI+1 
于 是 
{No (S$) | 15| 
由 定理 5,3.1 知 ,在 二 分 图 G - 1x ,yl 中 存在 饱和 XX - tx+ 的 每 
个 顶点 的 对 集 M .但 | 基 一 izi= YY 一 4 所 以 M 是 G - 
1]z ?+ 的 完美 对 集 .因此 MU |xy| 是 G 的 售 边 zy 的 完美 对 集 。 
证 毕 。 
拉丁 长 方 的 扩充 吓 推论 5.3.3 的 一 个 具体 应 用 : 
设 A 是 一 个 r x wn(r 所 1) 的 矩阵 ,元 泰 为 1,2,…' ,1 ,如 上 时 每 
一 个 数 i{1 过 i 所 ) 在 A 的 每 一 行 恰好 出 现 一 次 ,在 每 一 列 至 多 
出 现 一 次 ,这 样 的 矩阵 称 为 拉丁 长 方 。 鲍 如 


123 4 5 
3 4 5 1| 
5 1 4 
就 是 一 个 3x5 的 拉丁 长 方 ,对 于 4 我 们 可 以 再 添上 两 行 成 为 5 x 
5 的 拉丁 长 方 (n x ?+ 拉丁 长 方 称 为 拉丁 方 )。 


1 2 3 4 
23435 1 
3 5 1 2 4 
4 1 5 3 2 
4 2 1 3 


一 般 地 ,如果 给 出 一 个 ”>x nlr 蕊 2) 的 拉杆 长 方 4A ,能 不 能 
和 将 这 个 拉丁 长 方 碍 添上 » -~ 行 ,使 它 成 为 一 个 nn x 拉丁 方 ? 
为 此 作 一 个 二 分 图 G = 《 义 ,Y; 玉 ), 义 的 巴 点 为 1 ,2,…,n， 
Y 的 顶点 为 yy ,yy 分 别 表 示 AA 的 n 个 列 , 如 果 数 i 在 A 第 j 
列 中 没有 出 现 ,我 们 就 在 i 与» 之 疝 连 一 条 边 。 
因为 A 的 每 一 列 有 r 个 元 过 ,所 以 每 个 顶点 yy 有 n -+ 条 与 
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之 关联 的 边 ; 双 每 一 行 检 好 有 一 个 i ,所 以 7 行 共有 + 个 数 i, 因 此 
数 i 只 出 现在 r 个 列 中 , 即 每 个 顶点 i 也 有 wn ~ r 条 边 与 之 关联 (1 
各 1j 红 1)。 所 以 G 是 一 个 n -7 正则 二 分 图 ,根据 推论 5.3.3, 图 
G 有 完美 对 集 , 记 为 M。 

利用 对 集 M ,可 以 将 + x 的 拉丁 长 方 A4 补 上 一 行 ,使 之 成 为 
(r + 1) xz 拉丁 长 方 。 方 法 是 :如 果 边 iv 在 对 集 M 中 出 现 ( 即 数 
i 不 在 4 的 第 j 列 中 出 现 ) ,就 将 ; 添加 到 第 r + 1 行 的 第 j 列 处 (1 
所 守 所 2)。 这 样 添 加 的 结果 显然 还 是 一 个 拉 了 长 方 。 

如 果 x + 1 < n ,再 用 上 述 方 法 继续 这 一 过 程 ,最 后 可 得 到 -- 
个 nxn 的 拉丁 方 。 

最 后 我 们 以 国外 的 一 个 数学 竞赛 题目 作为 本 节 的 结尾 。 

例 1 有 x 张 纸牌 ,每 张 纸 牌 的 正 反 两 面 都 写 上 1.2,… ,xn 的 
某 一 个 数 。 证 明 :如果 每 个 数字 都 恰好 出 现 两 次 ,那么 这 些 纸牌 一 
定 可 以 这 样 挫 开 ,使 朝 上 的 而 中 1,2,…,n 都 出 现 。 

证 明 ” 作 一 个 二 分 图 G = (X,Y;EE), 其 中 XX = 11,2,…， 
,YY = wy 表示 这 > 张 纸牌 。i 与 w 之 间 连 接 的 边 数 
等 于 数 i 在 纸牌 yw 中 出 现 的 次 数 ,这 样 得 到 的 图 G 是 一 个 2 正则 
二 分 图 。 由 推论 5.3.3,G 中 存在 一 个 完美 对 集 , 设 为 M = 
并 ys23;0 29], 则 只 要 把 纸牌 i 中 的 1 朝 上 ,yi, 中 的 2 朝 
上 ,…,y 中 的 朝 上 ,这 样 扒 开 的 纸牌 就 能 使 朝 上 的 面 中 1,2， 
“…,7 都 出 现 。 


5.4 ”二 分 图 最 大 对 集 算法 


人 员 分 派 问题 是 二 分 图 中 的 对 集 在 实际 应 用 中 的 一 个 具体 例 

子 。 如 设 某 单位 有 x 名 工作 人 员 ri,za，…zr 和 nm 项 工作 y1 ,2， 

"…, ym。 能 否 给 每 个 人 恰好 分 派 一 项 他 能 胜任 的 工作 , 且 每 项 工作 
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至 多 分 派 给 一 名 能 胜任 该 项 工作 的 人 员 ? 人 人 员 分 派 问题 可 以 用 图 
的 语言 叙述 : 令 多 = 和 ri,x20 ,Ti | 1Y = 和 y1;Y21… ;Ym 上 6。 构造 
二 分 图 如 下 :其 顶点 集 的 二 分 划 为 天 和 YY, 对 于 1 所 i 所 ,1 挝 7 
所 mm, 当 且 仅 当 人 员 z, 能 胜 作 工 作 y 时 ,G 中 存在 连接 顶点 zx; 与 
呈 的 边 。 于 是 人 员 分 派 问题 就 成 为 在 G 中 求 一 个 饱和 XX 中 每 个 项 
点 的 对 集 的 问题 。 上 一 节 的 定理 5.3.1 给 出 了 这 种 对 集 存 在 的 充 
分 必要 条 件 。 然 而 在 实际 应 用 中 ,我 们 自然 不 会 满足 于 此 ,而 是 进 
一 步 希 望 找 到 一 种 便于 运用 的 算法 ,这 种 算法 应 该 满足 如 下 的 要 
求 : 当 问题 存在 解 时 , 它 主 少 求 出 一 个 解 , 当 问 题 不 存在 解 时 , 求 式 
的 一 个 子 集 S ,使 | Ne(S)|< 18| 或 最 大 对 集 。, 下 面 要 介绍 的 就 
是 一 个 满足 要 求 的 算法 ,通常 称 为 匈牙利 方法 。 

算法 的 基本 思想 是 很 简单 的 。 从 任意 一 个 对 集 M 开始 , 如果 
M 饱和 蔷 中 每 个 顶点 , 则 M 即 为 所 求 。 和 否则 邻 是 XX 中 的 一 个 M 
非 饱 和 点 ,以 & 为 起 点 作 G 的 所 有 M 交错 路 ,如 果 存 在 M 可 扩 路 
P, 则 Mi = JMAE(P) 就 是 比 M 大 的 一 个 对 集 ,然后 以 M1 代替 
MM ,并 重复 这 过 程 ,如 果 不 存 在 M 可 扩 路 , 记 

Z = fwv1G 存在 从 到 4 的 M 交错 路 | 
A=XN2-1u) 
咏 为 了 中 在 M 下 与 4 配对 的 顶点 集 -.S = A 1a1, 则 如 同 定理 
5.3.1 证 明 那 样 : 
NS)|= 1B|= |sI-1<|S| 
即 G 不 存在 饱和 X 中 每 个 顶点 的 对 集 。 

匈牙利 方法 :( 从 G 的 任意 -个 对 集 M 开始 ) 

{1) 车 M 饱和 XX 中 的 每 个 顶点 , 则 停止, 否则 , 设 是 关中 的 
一 个 M 非 饱 和 点 。 置 $= [ul,B = 你。 

{2) 车 NS) = B8, 由 于 | Si = |B|+1, 所 以 INc(S)|< 
1S1 ,因而 停止 。 根 据 定理 5.3.1, 不 存在 饱和 X 的 每 个 顶点 的 对 
集 . 否 则 , 令 yE€ Ne(S)- B。 
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(3) 车 y 是 邮 饱 和 的 , 设 关 EM 用 SUizi 代 蔡 S,B 电 
fy! 代替 B, 并 转 到 第 (2) 步 { 仍 有 1S| = |B8|+ 1)。 否 则 ,y 是 M 
非 饱和 的 , 则 G 中 存在 从 & 到 y 的 帮 可 扩 路 , 设 为 P, 用 MAE(CP) 
代替 M ,并 转 到 第 (1) 步 。 

该 算法 结束 时 所 得 到 的 结果 或 是 一 个 饱和 X 中 每 个 顶点 的 
对 集 ,或 有 一 个 子 集 $ 王 和 ,满足 | Ni(S)| < | S|, 此 时 说 明了 GG 
= (多,Y;EE) 中 没有 一 个 对 集 能 饱和 X 的 每 个 点 。 若 需要 求 出 二 
分 图 G = (X,Y;EE) 的 最 大 对 集 , 则 应 在 第 二 种 结果 的 基础 上 继 
续 检 查 是 否 存在 其 他 M 非 饱和 点 有 胡可 扩 路 。 为 此 下 面 给 出 求 二 
分 图 最 大 对 集 的 一 个 算法 , 仍 从 任意 一 个 对 集 M 开始 。 

(1) 置 $= ,8B = 3。 

(2) 若 X - S 中 每 个 点 是 M 饱和 的 , 则 停止 ,否则 令 w 是 XX 一 
S 中 的 一 个 M 非 饱 和 点 , 置 S: = SU iul。 

(3) 车 Neo(S) = B, 转 第 (5) 步 。 否 则 令 yE NetS)- B。 

(4) 车 yy 是 M 饱和 点 , 设 yz €E M, 用 SU {zi 代替 S,BU 
{yl 代 震 B, 转 第 (3) 步 , 否 则 y 是 MM 非 饱 和 顶点 , 令 卫 是 从 u 到 
y 的 MM 可 扩 路 ,并 用 MAECP) 代替 M 转 第 (1) 步 。 

(5) 车 多 一 S = 疗 , 则 停止 ,否则 转 第 (2) 步 。 

用 这 个 算法 最 终 得 到 的 对 集 MM 就 是 二 分 图 G = (X,Y;E) 
的 一 个 最 大 对 集 。 


5.5 二 部 图 的 最 大 最 小 对 集 


给 定 一 个 完全 二 部 网 络 G = {5S,T,E,W), 求 G 的 一 个 最 大 

最 小 对 集 , 即 求 一 个 最 小 边 权 达到 最 大 的 最 大 基数 对 集 。 它 是 基于 

以 下 的 朴素 想法 , 即 每 次 求 G 的 最 大 基数 对 集 时 ,都 是 在 边 权 尽 

量 大 的 边 的 子 集 上 进行 的 ,一 旦 最 大 基数 对 集 被 找到 , 它 便 是 最 大 

最 小 对 集 ; 否则 扩大 被 搜集 的 地 的 子 集 。 再 继续 找 最 大 基数 对 集 ， 
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具体 过 程 描述 如 下 : 

由 空 对 集 和 一 个 适当 大 的 边 权 的 “ 阅 值 "W 开始 ,在 一 般 步 又 
中 基数 为 上 的 最 大 最 小 对 集 已 经 求 出 ,然后 我 们 在 包含 所 有 使 ns 
闻 W 的 边 的 子 网 络 中 求 一 条 增长 路 ,如 果 增 长 是 可 能 的 , 则 基数 
为 + 1 的 最 大 最 小 对 集 被 求 出 ,如 果 增 长 不 可 以 , 则 阐 值 丸 减少 
到 恰好 能 允许 增长 出 现 的 值 。 

毫 无 疑问 ,所 有 不 同 的 向 值 的 数目 不 得 超过 不 同 边 权 的 数目 ， 
即 wn 个 ,其 中 |S|= xm,|T'= ao 对 每 个 半 值 ,增长 计算 量 是 
mn ,于 是 ， 这 个 效 值 程序 计算 量 是 Of mm202)。 

实际 上 ,算法 还 可 以 设计 得 更 好 ,特别 不 应 该 放弃 作为 不 构成 
增长 的 计 竺 ,而 已 经 构造 的 交错 树 , 因 为 装 值 减少 后 ,同样 的 突 铺 
树 被 简单 地 重新 构造 ,在 下 面 总 结 的 算法 中 ,下 中 每 个 点 7 联系 着 
一 个 数 ,这 个 数 表 明 为 了 把 点 ; 加 到 交错 树 上 前 值 必 须 被 减 到 
这 个 水 平 , 换 句 话 说 ,x 是 点 i 在 树 中 的 最 大 的 w; 点 被 充分 的 标 
号 ,但 除非 x 沁 W。 在 了 中 没有 标号 点 j 被 检查 ,当下 没有 点 可 以 
选 来 检查 时 , W 减少 到 严格 地 小 于 W 的 最 大 大, 最 终 或 增长 路 出 
现 .或 者 交错 树 变 成 人 匈牙利 树 。 

容易 看 出 ,初始 对 集 最 多 增长 mw 次 ,而 每 次 增长 的 计算 量 为 
OQ) ,所 以 ,总 的 计算 量 为 (wn)。 

步 标 0 (开始 ) 

纵 定 完全 二 部 网 络 GG = (S,T,EB,W)so 令 M= 们 ,W =- 

% ,对 每 个 j 各 了 ,mi = 一 吕 , 这 时 没有 点 被 标号 。 

步骤 1 (标号 ) 

(1.0) 给 5S 中 每 个 非 饱 和 点 标号 “2”。 

(1.1) 如 果 不 存 在 未 检查 的 标号 ,转向 步骤 3。 如 果 存 在 未 检 
查 的 标号 ,但 每 个 未 检查 的 标号 是 人 醋 中 使 x < W 的 点 i 的 标号 ， 
则 令 

W = maxlz ln < W) 
* 171 : 


(1.2) 找到 一 个 未 检查 的 标号 点 i ,使 得 或 者 i E 5S 或 者 i € 
T 且 x 袍 Wo。 如果 i € S, 转 向 步 又 (1.3); 如 果 i € 了 ,转向 步骤 
(1.4)。 

(1.3) 检查 点 i(i € S) 上 的 标号 如 下 :对 每 条 边 二 所 WW, 如 
果 Dj 未 标 导 ,或 者 四 ij 标 过 号 ,但 zt < zw ; 则 给 点 ;标号 "i”, 并 
令 Ni 二 Ww 转 回 步骤 (1.1)。 

(1.4) 检查 点 i(i € 了 T) 的 标号 如 下 :如果 点 i 非 饱和 ,转向 步 
骤 2; 和 否则 ,辨认 同 i 关联 的 惟一 边 上 EE EE, 给 ;标号 “i”, 转 回 步 又 
(1.1)。 

步 陈 2 (增长 ) 

一 个 终止 在 点 i 的 增长 路 被 找到 。 路 上 点 i 的 前 面 的 点 由 从 标 
号 到 标号 的 反 向 跟踪 来 辨认 。 通 过 把 增长 路 上 不 在 M 中 的 边 加 到 
M 中 ,去 掉 增 长 路 上 了 原来 在 M 中 的 边 来 扩大 MM。 抹 掉 所 有 标号 ， 
对 工 中 每 一 个 点 j, 令 x; = - %, 转 回 步 又 (1.0)。 

步 票 3 (匈牙利 标号 ) | 

这 时 G 中 不 存在 关于 M 的 增长 路 ,M 是 最 大 最 小 对 集 。 算 法 
终止 。 

二 部 图 的 最 大 最 小 对 集 在 实际 工作 中 有 许多 应 用 。 


5.6 ”最 优 分 派 问题 


本 节 讨 论 所 谓 第 二 类 分 派 向 题 , 即 讨论 如 何 安排 ,才能 使 创造 
的 总 价值 最 大 或 称 总 效率 最 高 ,寻找 这 种 分 派 的 问题 称 为 最 优 分 
派 问题 。 

考察 一 个 具有 二 分 类 (X,Y) 的 赋 权 完全 二 部 图 人 各, 这 里 蕊 
= {rir Tj = 边 zy 有 权 wi = 
w{zxwi) ,表示 工人 xz; 做 工作 yy 所 创造 的 价值 或 工作 效率 。 显 然 ， 
最 优 分 派 条 题 等 价 于 在 G 中 寻找 一 个 具有 最 大 权 的 对 集 , 称 这 种 
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对 集 为 最 优 对 集 。 以 下 的 讨论 假设 m = ma 否则 ,车 m 之 n, 则 假 
设 男 有 mr 一 + 个 工人 人 zw213 5; 它们 做 任 一 种 工作 所 创作 的 价 
值 为 零 ;对 启 之 4 可 以 类 似 屯 处理。 

在 实际 工作 中 ,常常 会 遇 到 这 样 的 问题 :第 一 ,计划 人 员 不 仅 
希望 创造 的 总 价值 最 大 ,而 且 和 希望 每 一 个 人 创造 的 价值 尽 可 能 平 
均 ,这 一 点 对 计划 的 顺利 执行 是 很 重要 的 ;第 二 ,如 果 每 个 工人 做 
任 -一 种 工作 所 创造 的 价值 都 大 于 零 , 则 最 优 对 集 一 定 是 完美 对 集 ， 
即 每 一 个 工人 都 被 分 派 做 一 种 工作 ,否则 最 优 对 集 不 一 定 是 完美 
对 集 , 即 可 能 不 需要 个 工人 一 样 能 创造 出 最 大 总 价值 .为 了 实现 
优化 劳动 组 合 的 目的 ,就 希望 以 最 少 的 人 去 创造 这 个 最 大 总 独 值 。 
这 两 个 问题 的 共同 点 都 是 要 求 对 应 的 赋 权 二 部 图 中 的 最 优 对 集 。 
不 同 点 是 :第 一 个 问题 还 要 求 该 最 优 对 集中 最 大 边 权 与 最 小 边 权 
之 差 尽 可 能 小 , 称 这 个 对 集 为 最 小 极 差 最 优 对 集 ; 第 二 个 问题 还 要 
求 该 对 集中 权 大 于 零 的 边 尽 可 能 少 , 称 这 种 对 集 为 最 小 基数 最 优 
对 集 。 

为 了 解决 这 些 癌 题 ,我 们 先 证 明 一 个 定理 。* 有 了 这 个 定理 ,可 
以 把 赋 权 图 上 的 问题 转化 为 无 权 图 上 的 向 题 。 

车 顶点 集 X UY 上 的 实 值 函 数 / 适合 下 述 条 件 :对 所 有 的 x 
EE XX,yEY, 均 有 

I(r) + li(y) 2 whiry) (5) 
则 称 这 个 函数 i 为 该 二 部 图 的 一 个 可 行 点 标号 ,实数 i:(w) 称 为 点 
v 的 标号 ,不 管 边 的 权 是 什么 ,总 存在 一 个 可 行 点 标号 .例如 下 述 
定义 的 函数 ; 就 是 一 个 可 行 点 标号 。 
| = maxlwtzy)| rEeE 
i(y}=0 yEY 
若是 可 行 点 标号 , 则 用 Ei 表示 使 (5) 式 中 等 式 成 立 的 那些 边 的 
集合 , 即 


(6) 
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Ei1= [zyE EIl(r) + i(y) = zfzy)l 
具有 边 集 Ei 的 G 的 生成 子 图 称 为 对 应 于 可 行 点 标号 ! 的 相等 子 
图 ,用 G 表示 。 
定理 5.6.1 设 / 是 全 的 可 行 点 标号 车 C 包含 完美 对 集 , 财 
(a) Gi 中 任 一 完美 对 集 M 均 是 G 的 最 优 对 集 。 
(b) G 的 任 一 最 优 对 集 M ”都 包含 在 G 中 。 
证 明 (a) 设 邮 是 G 中 的 任 一 完美 对 集 。 由 于 G 是 G 的 生 
成 子 图 ,所 以 M 也 是 G 的 完美 对 集 ,于 是 
W(M) = Zwle) = 之 Lv) (7) 


这 是 因为 每 个 eE M 都 属于 这 个 相等 子 图 ,并 且 M 的 边 的 端点 覆 
盖 V 的 每 个 点 恰好 一 次 。 另 一 方面 ,车 M 是 G 的 任 一 最 优 对 集 ， 
则 有 
W(M) = Ziwe) < 24(") (8) 
由 (7)(8) 式 推出 WCM) 之 WCM')。 鲁 此 ,M 是 G 的 最 优 对 
集 。 
{b) 设 M' 是 6G 的 任 一 最 优 对 集 ,M 是 G, 中 任 一 完美 对 集 。 
由 (a) 得 
W(M’) = W{M) (9) 
设 Mr = Ej UE,El 和 ENE,R;CE.0 果 MM" 不 包含 
在 GG 中 , 则 Ei 非 空 ,于 是 由 Ei 的 定义 得 : 
W(M") = Zwle) = Owe) + wle) < 全 Lv) 


(10) 

M 是 完美 对 集 ,从 而 有 (7) 式 成 立 , 于 是 由 (7) 式 和 {10) 式 得 

W(M') < W(M), 这 与 (9) 式 矛 盾 。 证 毕 。 

定理 5.6,1 是 求 最 优 对 集 算法 的 基础 。 如 果 找 到 一 个 可 行 点 标 

号 1,G, 中 合 有 完美 对 集 M, 则 M 是 G 的 最 优 对 集 , 且 G 的 所 有 最 
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优 对 集 都 包 售 在 G 中 。 国 此 , 求 各 种 最 优 对 集 只 需 在 C 中 进行 。 
5.6.1 求 最 优 对 集 的 算法 

求 最 优 对 集 的 算法 是 Kuhn 和 Munkres 提 出 的 。 这 里 的 处 理 方 
式 基 本 上 按照 ldnonds 的 论述 。 

首先 给 出 任 一 可 行 点 标号 1( 例 如 由 (6) 式 给 出 的 冰 数 1) , 然 
后 决定 G,, 在 G, 中 任 选 一 对 集 M ,并 且 用 匈牙利 方法 求 G, 的 最 
大 对 集 。 若 在 G, 中 找到 一 个 完美 对 集 , 则 由 定理 5.6.1(a) ,该 对 集 
就 是 最 优 的 。 否 则 匈牙利 方法 将 终止 于 一 个 非 完 全 对 集 M' 和 一 
栋 既 不 包含 M -增长 路 ,又 能 在 6 中 进一步 生长 的 M 交错 树 五 。 
令 3S=X 站 VD)T=YfYwI)o 若 互 的 根 x ES, 则 
Ne (5) = 了 。 在 这 种 情况 下 ,把 1 修改 为 具有 下 述 性 质 的 务 一 可 
行 点 标号 1:M” 入 都 包含 在 G, 中 ,并 皇 忆 能够 在 如 中 “生长 ”。 
每 当 必 要 时 ,连续 不 断 地 进行 这 种 可 行 点 标号 的 修改 ,直至 一 个 完 
美 对 集 在 某 个 相等 子 图 中 找到 为 止 。 

Kuhn - Munkres 算法 

步骤 0 ， 任 给 一 个 可 行 点 标号 ,次 定 G, ,并 且 在 G 中 选取 任 
一 对 集 M。 

步骤 1 从 MM 出 发 ,利用 和 甸 政 利 方法 求 G, 的 最 大 对 集 M ,车 
Af 是 完 芋 对 集 , 则 由 定理 5.6.1(a) 可 知 M' 是 最 优 对 集 。 在 这 种 
情形 下 ,算法 终止 ,否则 ,得 到 SC X,TCY,Nc(S}= 了 了 

步骤 2 计算 

a= min, H(zr) ti) - wry)!, 
县 由 
i(w)-a 着 uE€s 
ia) = 41(v)j+a 车 vE 工 
六 其 它 
得 新 的 可 行 点 标号 1。 显然 有 a > 0 且 Ne (S) 忆 了 。! 代替 1,Gi， 
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代替 G，M- 代替 M ,返回 步骤 1。 
5.6.2 ” 求 最 小 基数 最 优 对 集 的 算法 
设 叶 是 G 的 一 个 最 优 对 集 ,P = ziyi…xzey 是 一 条 M - 变 
销路 ,zi € 时 ,zay EE JM ,如 果 
A € 2 le) 
则 称 了 是 一 条 M 放 一 可 调整 路 ,是 热 M = MAE(P) 也 是 G 的 最 
优 对 集 , 且 j Mi= |M|~1。 
定理 5.6.2 设 MM 是 G 最 优 对 集 , 则 MM 是 G 的 最 小 基数 最 
优 对 集 的 充 要 条 件 是 G 中 不 存在 M ~ 可 调整 路 。 
证 明 设 财 是 G 的 最 优 对 集 。 如 果 台中 存在 M - 可 调整 路 
P , 旬 由 定义 ,可 得 另 一 最 优 对 集 M ,|M = |Mi-1, 即 MM 不 
是 G 的 最 小 基数 最 优 对 集 。 
反之 ,着 以 不 是 G 的 最 小 基数 最 优 对 集 , 设 M 是 G 的 一 个 最 
小 基数 最 优 对 集 , 则 
I |< MI (11) 
邻里 = CG[MAM'] 显然, 上 HH 的 每 一 点 的 度 或 者 是 1 或 者 是 2。 
因此 ,H 的 每 一 分 支 或 者 是 一 个 个 圈 , 交 蔡 地 出 现 M 和 M' 的 边 ; 
或 者 是 一 条 M( 也 是 M') - 交错 路 ,因为 M 和 M- 都 是 最 优 对 集 ， 
所 以 对 日 的 任 一 分 支 Hi， 


SY we)= >, we) (12) 


EERINM EE(HINMY 


由 《117 式 得 五 的 某 一 分 支 中 包含 的 M 的 边 比 M 的 边 多 。 因 此 ,该 
分 支 是 一 条 开始 和 终止 于 M 的 边 的 路 ,由 (12) 式 和 M - 可 调整 
路 的 定义 知 , 它 是 一 条 M - 可 调整 路 。 证 毕 。 

从 定理 5.6.2 可 以 看 到 , 求 最 小 基数 最 优 对 集 的 关键 是 判别 
G, 有 没有 M - 可 调整 路 ,车 有 , 求 出 这 些 M - 可 调整 路 。 

定理 5.6.3 ”G, 中 存在 财 - 可 调整 路 的 必要 条 件 是 G, 中 存 
在 权 为 0 的 边 。 
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设 忆 = xiyiz2y2 “vey 是 Gi 中 一 条 M 交错 路 ,车 zi ,za 
E NM , 则 称 忆 为 (zi )- 路。 

定理 5.6.4 设 民 ,we 是 M 饱和 点 ,zy EE Eisw(xXy) = 
0, 则 

(1) G 中 存在 M - 可 调整 (x) ,wi) ~ 路 的 充 要 条 件 是 Ci - 
fv zee | 中 存在 点 yj 到 xx 的 MM - 交错 路 。 

(2) 车 G 中 存在 M -可 调整 (zi,wi) 一 路 , 则 对 局 中 任意 MM 
~ 可 调整 路 PP,xjv 和 E(P)。 

根据 这 两 个 定理 ,可 以 给 出 求 M - 可 调整 的 如 下 算法 。 

步骤 6 令 Go= GL[V(M)], 即 Go 是 由 M 中 边 的 端点 导出 
的 G 的 子 图 。 

步骤 1 检查 G4 中 是 否 有 权 为 零 的 这 。 

1.1 若 没有 ,由 定理 5.6.4 得 G 中 不 存在 M - 可 调整 路 ,计算 
结束 。 

1.2 吝 则 . 设 xjys € E(G0),w(xiyx) =0, 转 步 又 2。 

步骤 2 寻找 M ~ 可 调整 路 。 

设 o= ziEMes = zy EM, 利用 匈牙利 方法 在 Co - 
| ee 中 求 以 册 为 始点 ,ri 为 终点 的 M 一 交错 路 ， 

2.1 若 不 存在 , 则 以 Go - ciw| 代替 Go, 返回 步骤 1。 

2.2 车 存在 , 设 为 P, 则 Pl = P U ieiez| 是 一 条 M 可 调整 
路 ,计算 结束 。 

利用 该 算法 ,或 者 得 到 G 中 不 存在 M - 可 调整 数 ,或 者 求 出 
一 条 M - 可 调整 数 。 

有 了 求 可 调整 路 的 算法 就 不 难 给 出 求 最 小 基数 最 估 对 集 的 算 
法 ,这 留 给 读者 。 

对 于 一 般 图 的 最 大 权 对 集 算法 不 在 这 儿 介绍 ,读者 可 参见 有 
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5.7 独立 集 和 杆 盖 


由 于 本 节 的 内 容 极 易 从 简单 图 推广 到 一 般 的 图 ,因此 这 一 节 
所 考虑 的 图 均 假设 为 简单 图 。 首 先 引 进 点 覆盖 的 概念 。 

定义 5.7,1 设 K 是 图 G 的 一 个 点 子 集 , 若 中 的 每 一 条 边 
至 少 有 一 个 端点 在 关中 , 则 称 必 是 G 的 -- 个 点 覆盖 。 若 G 中 不 存 
在 满足 |K | < | 天 j 的 点 覆盖 天 , 则 称 氏 是 G 的 一 个 最 小 点 覆 
盖 - 的 最 小 点 狗 盖 集 的 点 数 称 为 G 的 点 覆盖 数 , 记 为 efC )。 

例如 图 5.12 中 ,点 集 | vo, vi,vwa， vl 
zw4] 是 G 的 一 个 点 狂 盖 ,而 且 是 一 个 最 
小 点 覆盖 ,因此 该 图 的 点 覆盖 数 为 4。 “ ” 

一 个 图 的 点 覆盖 数 与 最 大 对 集 的 边 
数 密切 相关 。 记 G 的 最 太 对 集 的 边 数 为 
BI(G)。 令 M 是 G 的 一 个 最 大 对 集 ,KK 是 
G 的 一 个 最 小 点 覆盖 , 则 K 中 至 少 包 含 
M 中 每 系 边 的 一 个 端点 ,所 以 总 有 |1M| 志 |K|, 即 

BG) Rao G) (13) 

一 般 说 来 ,上 式 中 的 等 式 未 必 成 立 , 如 图 5.12 所 示 的 图 G, 易 
计算 8.4G) = 3,ao(G》= 4, 但 对 于 二 分 图 来 说 , 式 (5) 等 号 成 
立 ,该 结论 是 Kanig 在 1931 年 给 出 的 ,在 给 出 它 的 证 明之 前 , 先 证 
明 如 下 引 理 。 

引 理 5.7.1 设 M 是 G 的 一 个 对 集 ,K 是 G 的 一 个 覆 羡 ,及 
iM|= |K|, 则 M 是 G 的 一 个 最 大 对 集 ,K 是 G 的 一 个 最 小 点 
覆盖 。 

证 了 明 设 M 是 G 的 最 大 对 集 ,K“ 是 最 小 点 覆盖 , 则 Pi(G) 
= |M'|,aolG) = 1;K'|, 并 且 

MI 和 MT = PPG) a6) = [|K' :SE |KI| 
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图 5.12 


由 于 |M|= | 并] ,所 以 MI= 1M |,!KI= |K’|。 证 毕 。 
定理 5.7.2 ”对 每 一 个 二 分 图 G = (X,Y;E),A(G) = 
ay( GG }o 
证 明 设 M' 是 G 的 一 个 最 大 对 集 , 若 以 “ 饱和 XX 中 的 每 一 
个 顶点 , 则 由 于 区 = 多 构 成 GG 的 一 个 点 覆盖 ,并 自 I1M*|= |X|= 
1K1., 田 引 理 5.7.1 知 ,K = 和 就 是 6 的 一 个 最 小 点 覆盖 。 
ant)= | 和 = MI = DG) 
车 居中 含有 M” 非 饱和 特点 , 记 U 是 XX 中 的 所 有 非 饱 和 顶 
点 。 置 
Z= fvlv EE V(G), 存 在 w € U,G 中 有 一 条 从 4 到 % 
的 M ”交错 路 i 
我 们 约定 U 己 Y, 今 
A=XNZB= YZ 
由 于 M “是 的 最 大 对 集 ,C; 中 不 存在 M" 可 扩 路 . 故 Z 中 除 U 
上 的 顶点 外 ,其余 的 顶点 均 是 M* 饱和 的 。 所 以 4 - LU 中 的 顶点 
能 与 B 中 的 项 点 在 M" 下 两 两 配对 。 因 而 
[AaA-Ui= iB| 
并 且 NA) 马 8B, 与 定理 5.,3.1 证 明 中 的 有 关 论 证 类 似 , 也 = 
Nat4A)。 因 此 G 中 不 存在 一 个 端点 属于 A 而 务 一 个 端点 属于 站 - 
B 的 边 , 即 G 中 每 一 条 边 至 少 有 一 个 端点 局 于 B 或 XX 一 A。 从 而 
K=BU(X-A) 
构成 惰 的 一 个 点 覆盖 ,如 图 5.13 所 示 。 
根据 U 的 定义 : 
IM"|= |X-U|l= |(A- UU(X-A)| 
=|A-Ul+lX-A4| 
lBi+ |X- A|= IK| 
则 由 引 理 5.7.1,K 是 G 的 最 小 点 覆盖 , 故 | 民 | = an(G), 也 即 证 
明了 : 


| 
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图 5.13 (和 粗 边 是 好 ”中 的 边 ) 
PC) 三 |M' | = [天 | = aogf G) 


证 毕 。 

把 这 个 定理 的 结论 反映 到 组 合 经 中 的 (0,1) 矩阵 上 ,就 是 下 
面 的 这 个 例题 。 . 

例 1 设 A 是 一 个 n x nm 的 (0,1) 矩阵 ,A 的 一 行 或 一 列 称 
为 一 条 线 , 试 证 明 ;A 中 两 两 不 属于 同一 条 线 上 的 1 的 个 数 的 最 大 
值 等 于 包含 A 中 所 有 1 的 线 数 的 最 小 值 。 

证 明 ”利用 本 章 5.1 节 二 分 图 与 (0.1) 矩阵 的 关系 ,由 A 构 
造 一 个 二 分 图 G = (X,Y;E),|X|=n,|Y|= mmr; 则 及 中 两 两 
不 属于 同一 条 线 上 的 1 的 集合 对 应 于 G 中 的 对 集 。 而 包含 A 中 全 
部 1 的 线 的 集合 对 应 于 G 的 点 覆盖 。 由 定理 5.7.2 立即 得 知 例 中 
的 结论 成 立 。 

下 面 我 们 苯 介 绍 独 立 集 的 概念 。 

定义 5.7.2” 设 I 是 图 GG 的 一 个 点 子 集 ,车 了 中 任意 两 个 项 点 
不 相 邻 , 则 称 1 是 G 的 一 个 独立 集 , 若 G 中 不 存在 满足 | 厂 | > 
| | 的 独立 集 了, 则 称 7 为 和 的 最 大 独立 集 。 最 大 独立 集 的 点 数 称 为 
G 的 独立 数 , 记 为 66(CG)。 

例如 ,图 5.14 的 图 G 中 , fw! 是 G 的 一 个 独立 集 。{f wa, wj 是 


”180 


C 的 一 个 最 大 独立 集 。 忆 得 (GG) = 2。 om 
在 一 个 图 中 ,独立 集 与 点 覆盖 有 互 
补 性 质 。 即 为 以 下 结论 : 
定理 5.7.3 GG 的 一 个 点 子 集 I 
是 上 6G 的 独立 集 当 和 且 仅 当 V(tG) -了 是 C 
的 点 覆盖 。 
证 明 ”由 独立 集 的 定义 易 得 ,1 是 Ff 以 
G 的 独立 集 当 且 仅 当 上 G 中 每 … 条 边 至 
少 有 一 个 端点 在 V(G)】 - 了 中,， 即 
VIG) - 了 就 是 G 的 点 答 盖 。 证 毕 。 
如 图 5.14 中 ,fv6| ,和 va,v6l 都 是 的 独立 集 , 而 V(G) - | ze| 
三 {os v2 Var v4 z's| 和 V(O) 全 {va, ve} 二 fu sv, v4: v5] 都 是 G 
的 点 覆盖 。 
推论 5.7.4 若 p 阶 图 G 没有 孤立 顶点 , 则 
anG)+ BG)=p 
证 有 明 设 1 是 G 的 最 大 独立 集 ,K 是 G 的 最 小 点 缆 盖 , 则 
Vf{G) -天 是 已 的 独立 集 , VCG) - 工 是 如 的 点 覆盖 ,所 以 
p-aodG)y= |YCG7 -Ki 和 1TH= PCG)》 
pp- BG)= VIG) -TI>2 1K|I= cotG) 


图 $5.14 


因此 
rn(G)+ Pu(G) 三 pp 
证 毕 。 

最 后 我 们 引进 边 履 盖 的 概念 。 

定义 5.7.3 设 工 是 图 6G 的 --… 个 边 子 集 , 若 G 的 每 一 个 顶点 
至 少 与 了 中 的 一 条 边关 联 , 则 称 上 是 G 的 一 个 边 覆 盖 。 若 G 不 含 
有 满足 | 并 < | 上 | 的 边 覆 管 上 L', 则 称 工 是 6 的 最 小 边 改 益 , 它 的 
边 数 称 为 G 的 边 覆 盖 数 , 记 为 a1/(G)。 

显然 G 有 边 覆 证 的 充 变 条件 是 3(G) > 0。 
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akC) 与 BJ(G) 也 有 类 似 于 
an(G)} 和 po) 的 一 个 简单 关系 式 。 
但 是 对 集 与 边 履 盖 之 间 并 没有 像 定 
理 5.7.3 那样 的 互补 关系 。 如 图 5.15 
所 示 。M = {vivs,wavs}l 是 G 的 -~ 
个 对 集 ,但 

FE-M= | v2 v3, v2 V4 va va | 
并 不 是 6G 的 边疆 盖 。 
定理 5.7.5 设 是 p 阶 无 孤立 顶点 的 图 , 册 
ait 全》 十 BC(G) 三 

证 明 设计 是 G 的 最 大 对 集 ,| MI= BP.(G)。F 是 G 的 关于 

M 的 非 饱 和 点 集合 , 则 有 

IF|=p-2IM| 
由 于 G 无 孤立 点 ,对 于 下 的 每 一 个 顶点 w+, 取 一 条 与 ov 关联 的 一 条 
边 , 所 有 这 样 的 边 与 M 一 起 构成 和 的 边 子 集 记 为 上 ,显然 工 构成 G 
的 一 个 边 覆 盖 ,因此 | 工 | 之 a1(G), 并 且 

IE1= +IREI= Mi+rp-2MI= 记 -|MI 


所 以 
al(G)&|IL|I=p-|IM|I=p- A(G) (14) 
即 有 
altG) + hh(G)SEPp 
反之 , 令 工 是 G 的 最 小 边 虱 盖 , |L|= al(G)。 令 日 = 
G[L], 则 坟 是 G 的 生成 子 图 ,又 设 M' 是 五 的 最 大 对 集 , 显 然 也 
是 G 的 对 集 , 且 M' 忆 1。 现 以 U 表示 HH 中 关于 M' 的 非 饱和 点 的 
集合 , 则 有 
|1UI= 六 -21M 
因为 M' 是 的 最 大 对 集 ,H 中 UU 的 顶点 互 不 相 邻 ,因而 在 瑟 中 
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与 U 内 的 顶点 相关 联 的 点 均 在 上 ~ M 中 ,因此 
Ii- Ml= -1 这 1DU= 户 一 2 
ILitlM’|>p 
由 于 MM' 是 G 的 对 集 , 故 
IM' | BG) 
于 十 
a(G)+A(G)2 |L'+ |M'|>p (15) 
综合 以 上 式 (6) 和 式 (7) 便 有 
a(G)+A(G)=p 
证 毕 。 
现 从 定理 5.7.2 .推论 5.7.4 和 和 定理 5.7.5, 易 得 : 
推论 5.7.6 ”对 任 一 个 二 分 图 侣 二 《X,Y;E), 如 果 5(G)> 
0D, 则 
ai(G) = pofG) 


5.8 Ramsey 数 


在 介绍 Ramsey 数 查 念 之 前 . 先 看 下 面 一 个 例题 。 

例 1 在 9 个 人 中 一 定 有 3 个 人 互相 认识 或 有 4 个 人 互 不 认识 。 

证 明 “用 图 的 说 言 来 表达 就 相当 于 : 若 台 是 具有 9 个 顶点 的 
简单 图 ,那么 G 中 存在 3 个 项 点 wv 和 和 记 合 Glu,v,wj] 实 KK， 
或 存在 四 个 顶点 rl,rayzadx4 便捷 [riyrayratd ] 空 Ko 

分 两 种 情况 讨论 : 

(1) A(G) 汪 4 设 硕 点 的 度 至 少 是 4, 而 和 且 aaayaas .aa 
与 wu 相 邻 。 如 果 wi,uz,aa. us 中 有 一 对 相 邻 的 顶点 ,不 妨 设 1 与 
43 相 邻 , 则 G[a ,aiyws] 宕 其 :o 否 财 瑟 [aiyasayaayta] 位 K's 

(2) A(G) <4 这 时 ("中 每 个 顶点 的 广 至 少 是 $。 由 于 奇 点 
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的 个 数 总 是 偶数 , 故 G5 中 存在 一 个 顶点 x, 使 dec(z) 之 6, 并 记 
T1921 "Xp 与 二 在 G 中 相 邻 ,由 习题 1.8 的 证 明 不 难看 出 在 
GCT ziyzav…yz6] 中 ,或 有 3 个 互相 邻接 的 顶点 ,这 3 个 顶点 与 x 
一 起 构成 中 四 个 互相 邻接 的 顶点 ,因而 该 四 个 顶点 是 避 中 4 个 
互 不 相 邻 的 顶点 ;或 者 有 3 个 互 不 相 邻 的 顶点 ,这 3 个 项 点 构成 如 
中 3 个 互相 邻接 的 顶点 。 

这 一 俩 中 的 9 个 人 (或 9 个 顶点 ) 不 能 改 为 较 小 的 数 。 下 面 图 
5.16 给 出 的 图 G 就 是 一 个 合 有 8 个 顶点 的 简单 图 ,在 避 中 没有 KK3 
也 没有 KS( 即 在 G 中 没有 KK，)。 

从 该 例 的 证 明 可 以 发 现 , 对 于 至 少 有 9 个 顶点 的 简单 图 £6; ,或 
者 含有 子 图 KK3; 或 者 G 人 含有 子 图 Ks。 这 一 问题 的 推广 就 是 拉 姆 
蕊 (F.,P.Ramsey) 在 1930 年 获得 的 结果 :对 于 任意 的 自然 数 &,i 
总 存在 一 个 最 小 正 整 数 r(&,r), 使 得 每 个 至 少 有 r(k ,rz) 个 顶点 
的 简单 图 如 ,或 者 GG 含有 一 个 子 图 六 ;或 者 G' 含有 一 个 子 图 疙 ,。 
r kt) 就 称 为 Ramsey 数 。 


G 
图 5.16 
眠 定义 中 不 难 直 接 算得 : . 
r{1,1) = r{&,1)=1 (16) 
r(2,2) = tr(k,2)=k (17) 


由 第 1 章 习 题 1.8 可 知 3,3) = 6, 从 本 节 例 1 可 推 得 xr(3， 
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4) = 9。 

任 一 具有 p 个 顶点 的 简单 图 与 它 的 补 图 一 起 可 以 这 样 来 描 
述 :我 们 在 G 上 添加 一 定数 目的 边 而 得 到 一 个 具有 个 项 点 的 完 
全 图 ,给 此 完全 图 的 边 染 色 , 使 G 中 的 边 全 为 红色 ,G 的 补 图 G 
中 的 边 全 为 蓝 色 。 此 图 也 叶 做 一 个 关于 G 的 p 点 红 一 蓝 完 全 图 ， 
其 中 G 是 红色 的 ,GC 是 蓝 色 的 。 “ 

于 是 Ramsey 数 也 可 以 叙述 为 : 

r(&,t) 是 具有 下 还 性 质 的 最 小 正 整数 , 任意 一 个 至 少 有 
(kk,f) 个 顶点 的 红 一 蓝 完全 图 ,或 者 包含 一 个 具有 个 顶点 的 
红 完全 图 ;或 者 包含 一 个 县 有 1 个 顶点 的 蓝 完 全 图 。 

利用 两 种 颜色 的 互相 替 ,我 们 能 得 到 下 而 等 式 : 

对 于 任意 自然 数 上 、t ,有 . 

r(k,t) = r(t,k} (18》 

甘于 Ramsey 数 的 下 述 定理 是 由 上 rdos 和 Szekeres(1935) 以 及 
Creenwood 和 Cleason{1955) 提出 的 。 它 不 仅 归 纳 证 明了 r(k,t) 
对 一 切 自 然 数 上 和 i 的 存在 性 ,同时 还 导出 了 r (上,t) 的 一 个 上 界 。 

定理 5.8.1 对 于 任意 两 个 整数 之 2 和 + 之 2, 如 果 r(k,t 
-1) 和 r(-1,r) 都 存在 , 则 x(&,1) 也 存在 ,并 且 

rlgst) SE rk -1,t)+r(k,t—1) (19) 
此 外 , 当 7f 全 一 1,7) 与 7( 训 ,1t 一 1) 都 为 偶数 时 , 式 (11) 中 的 不 等 
式 严 格 成 立 。 

证 明 设 T 是 有 rt 一 1.1) + r,t 一 1) 个 顶点 的 红 一 蓝 
完全 图 ,我 们 必须 证 明 全 或 含有 一 个 点 的 红 完 全 图 ;或 者 含有 一 
个 + 点 的 蓝 完 全 团 。 

以 4 表示 工 的 任 一 顶点 ,考虑 关联 于 4 的 红 边 与 蓝 边 。 这 些 红 

与 蓝 边 的 另 一 端点 ( 异 于 4) 分别 构成 集合 Vi 和 Vzo 设 pj 个 顶 
点 的 7 与 pz 个 顶点 的 Ts 分别 是 由 Vi 与 V: 导出 的 工 的 子 图 。 
则 Ti 与 T。 也 是 红 一 蓝 完全 图 ,并且 
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pit+ p= r(k—-11)+r(k,t -1)})-1 

我 们 先 假设 pl < x( 一 1,7), 在 此 情况 下 ps 之 rtk,t 一 1)， 
所 以 了, 含有 (因而 工 也 含有 )& 个 顶点 的 红 完 全 图 ,或 者 含有 上 ~ 
1 个 顶点 的 蓝 完 全 图 。 在 后 一 种 情况 下 ,这 个 蓝 完全 图 与 x 及 菜 些 
与 关联 的 蓝 边 一 起 构成 含 于 了 中 的 一 个 上 点 的 蓝 完全 图 。 

若 太 之 r( 人 10, 则 类 似 地 (以 了 替换 了 2) 可 得 到 了 或 
者 含有 一 个 点 点 的 红 完 全 图 ;或 者 含有 一 个 上 点 的 蓝 完 全 殉 。 

现在 证 明定 理 的 后 半 部 分 。 设 -( 下 一 1:5) = 2pisr(k,t 一 1) 
= 2p, 以 了 表示 具有 2j +2ps 一 1 个 顶点 的 红 一 蓝 完 全 图 ,x 
是 了 中 的 一 个 项 点, 则 

dr(u) = 2p) + 2p2—2 
并 且 下 列 三 种 情况 之 一 成 立 : 

(4a) 至 少 有 2p1 条 红 边 关联 于 u; 

(b) 至 少 有 2p 条 蓝 边 关联 于 2 

(b) wx 怡 关联 于 2p - 1 条 红 边 及 2p, 一 1 条 蓝 边 。 

在 情况 {a) ,我 们 考虑 关联 于 x 的 红 边 ,它们 的 务 一 端点 构成 
一 个 点 集合 Vi, 以 TT 寄 示 由 Vi 导出 的 工 的 子 图 。T 的 顶点 数 至 
少 为 2p1 = r( 记 一 1,1), 所 以 T 或 者 合 有 & - 工 个 顶点 揭 红 完全 
图 ;或 者 含有 + 个 顶点 的 蓝 完 全 图 ,因此 了 含有 个 顶点 的 红 完 全 
图 ;或 者 含有 : 个 项 点 的 蓝 完全 图 。 

情况 (b) 与 (a) 相同 ,只 需 考 虑 关联 于 x 的 蓝 边 的 务 外 的 端点 。 

车 (c) 对 于 工 的 每 个 顶点 都 正确 , 则 了 的 红色 子 图 的 每 个 顶 
点 的 度 将 是 2p1 一 1, 但 红色 子 图 的 顶点 数 是 PCT) = 2p1 +2p2 一 
] 为 奇数 ,与 推论 1.3.2 相 矛 盾 。 因 此 ,由 顶点 & 的 一 个 适当 选择 ， 


(a) 或 (b) 成 立 , 即 定理 得 证 。 证 毕 。 
定理 5.8.2 ”对 任意 正 整数 为 六 和 1:,k+ 1 > 2, 均 有 
re 二 全 (20) 
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证 明 对 k++ 进行 归纳 ,由 式 (14)、(15) 和 r(3,3) = 6， 
r(3,4) = 9 可知 , 当 上 + 1 所 6 时 结论 成 立 。 
现 假设 式 (18) 对 于 满足 6 受训 + 7 之 二 的 一 切 正 整数 k， 
/ 成立。 由 定理 5.8.1 推 得 
rimn) A rtm -ln t+ rtn,n om 1) 
ml+w--2 m+n-l1~2 
-1-1 | 
十 一 2 
” —1 ) 
故 式 (18) 对 一 切 正 整 数 &,: 成 立 。 证 毕 。 
以 式 (18) 易 得 
tt 


r(3,1) 坊 3 


但 我 们 可 以 获得 比 这 个 利好 的 上 界 。 
定理 5,8.3 对 每 一 个 正 整 数 : 之 3， 


mi 一 | 


311) < 人 二 3 (21) 
证 明 ”我 们 对 + 进行 归纳 。 当 1 = 3 时 ， 
(3,1) = 1(3,3) = 6 = 上 二 3 


所 以 在 1 = 3 时 , 式 {13) 成 立 。 下 面 设 
{1—1)+3 
2 


r(3,t 一 1) < 势 
对 上 之 4, 由 式 (11) 得 
rf3t)srf2,t)+rf3r 一 1) 
=+t+r(3,7- 1) {22) 
并 当 z 与 (3 -1) 均 是 偶数 时 ,严格 不 等 号 成 立根 据 归 纳 假设 有 


人 一 1)2+3 _ +4 
5 = 


3 (23) 


r(t3,1) st 十 


当 :上 是 奇数 时 , + 4 是 奇数 , 故 
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f+3 
2 


当 1 是 偶数 时 ,如 果 (3,1 一 1) < 一 上 -+3, 则 式 (23) 的 


严格 不 等 号 成 立 ,因此 式 (19) 成 立 。 如 果 


人 12+3 扣 
rt3,f 一 1) = 2 一 了 


因为 1 是 偶数 , 故 r(3,t -1) 也 是 偶数 。 因 此 式 (22) 中 的 严格 不 等 
号 成 立 。 所 以 式 (19) 成 立 。 证 毕 。 

定理 5.8.4 ”对 每 个 整数 1 之 3, 有 

r(3,.1) 守 3(+~1) (24) 

证 明 首先 作 一 个 红 一 蓝 完 i 区 
全 图 Kx- ,作法 为 :把 K;,-1 的 项 
点 均匀 地 分 布 在 一 圆周 上 . 当 且 仅 “ 
当 两 顶点 之 间 的 距离 大 于 圆 内 接 正 
三 角形 的 边 长 时 , 招 这 两 个 顶点 之 ， 
间 的 边 染 上 红颜 色 ,其余 渤 染 上 赣 
颜色 .为 方便 ,把 Ks,_i 中 的 红颜 色 us Hy 
边 组 成 的 子 图 记 为 H,( 对 于 1 = 3， Hf 
参见 图 5.17)。 我 们 将 要 证 明 HH, 不 四.17 
含 三 角形 也 不 含有 具有 (zt + 1) 个 项 点 的 独立 集 。 

由 于 天 3，1 内 的 任何 三 角形 至 少 有 一 条 边 其 长 不 大 于 该 赂 内 
接 正 三 角形 的 边 长 。 则 该 边 在 K3,-1 的 红 一 蓝 染 色 中 , 梁 为 蓝 颜 
色 。 所 以 Ka4-1 不 售 有 红色 三 角形 , 即 H, 不 会 K3。 

设 wlio Ha-11: U31 = ui 是 五 的 全 部 顶点 , 按 此 顺序 置 
于 画 周 上 。 由 圆 的 对 称 性 表明 ,也 上 每 个 顶点 出 现 于 一 个 合适 的 
级 太 独 立 集中 。 一 个 含有 项 点 ua 的 极 大 独立 集中 有 多 少 个 顶点 ? 
容易 验证 ,顶点 wr ,wt2，… ,tz 邻接 于 wi, 因此 下 列 巴 点 不 与 
其 1 相 邻 。 

， 188 : 


r(3,1) 过 


1+i+2 


Uy Hye sl 


Warrt? Harr2s “3 于 3f-] 
由 对 称 性 ,同一 行 的 顶点 组 成 一 个 独立 集 。 同 一 列 的 两 个 顶点 好 
与 zz-l 是 相 邻 的 (1 = 2,3,…,t), 因 为 它们 之 间 的 中 离 都 等 于 
z 与 vay 之 间 的 距离 ,所 以 顶点 ,us,… ,ui 物 成 H, 的 一 个 极 大 
独立 集 , 从 而 豆 , 不 含有 具有 (Lt + 1) 个 项 点 的 独立 集 。 

因而 我 们 就 证 明了 rz(3,t + 1) 之 3。 我 们 以 : -1 蔡 换 : 就 有 

rt3,1) 之 3(t -1) 
证 毕 。 

由 式 (13) 和 式 (16) ,也 可 以 得 到 (3.4) = 9。 

以 上 我 们 给 出 了 几 个 上 界 和 + (3,7) 的 一 个 下 界 .但 是 要 具体 
确定 >(. 切 的 准确 值 却 是 相当 四 难 的 ,这 也 是 图 论 中 的 一 大 难 
题 . 在 &,! > 2 时 ,目前 已 经 知道 的 r{(R:t) 的 值 只 有 为 数 不 多 的 
几 个 ,下 表 给 出 目前 为 目 所 已 知 的 所 有 Ramsey 数 和 *,: 取 较 小 什 
时 某 些 Ramsey 数 的 下 、 上 界 。 


关于 Ramsey 数 > 人 ) 可 作 如 下 推广 :Ramsey 数 (天 , 开 ，， 
… ,点 ,》 是 一 个 县 有 下 述 性 质 的 最 小 正 整数 ,使 得 K,, 的 每 个 及 
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种 颜色 的 边 着 色 中 ,总 存在 某 一 io(l 所 io 所 7), 使 KK 中 有 一 个 
ko 阶 完全 子 图 , 它 的 边 染 的 都 是 第 ;o 种 颜色 。 
关于 推广 的 Ramsey 数 , 有 类 似 于 定理 5.8.1 和 定理 5.8,2 的 
结果 ,证 明 也 是 类 似 的 。 
定理 5.8.5 对 任意 蓝 数 ki,k2 ,kk 之 2,i 二 1,2,"…， 
n, 均 有 
站 
十 rkis Rs — 二 
+ rR 1)— nt+2 
定理 5.8.6 


《 + ka + … +1 


rk + lk2+1, ,E+1) 1 2 ‘ 


记 = 3.3, 3) 
二 

定理 5.8.7 7(r1 -1)+2。 

证 明 记 NN = ntr,1 一 1} +26。 把 ;ww 种 新 色 染 给 Kn 的 边 ， 
得 色 完 全 图 KK ,对 Kw 中 的 一 个 顶点 uo, 与 uo 美 联 的 4(r,_1 一 
1) + 1 条 边 中 ,平均 每 种 颜色 有 x， - 1 + 二 条 边 。 因 而 根据 平均 
数 床 理 ,有 7r,_; 条 边 启 为 某 一 种 颜色 ,不 失 一 般 性 , 设 边 woui， 
dd24 ,M0ti ， 均 为 第 二 色 。 由 1,#2，…,# ， 移 成 Kx 的 导出 
子 图 仍 是 完全 图, 记 为 K。 ,如 果 这 个 kK， 中 有 一 条 边 , 记 为 
niu 是 第 #1n 色 , 则 Kw[io,u1, tw2j] 是 Kw 的 一 个 同色 三 角形 (第 3 
色 )。 否 则 ,这 个 kK。., 中 没有 第 色 的 边 , 郑 么 它 的 边 至 多 有 -1 
种 不 同 的 颜色 ,根据 r,_, 的 定义 ,这 个 K,， 中 有 一 个 同色 的 三 角 
形 , 因 此 


mRN= an(r,_1~1)+2 


证 毕 。 
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例 2 有 17 位 学 者 ,每 1 位 都 给 其 余 的 人 写 1 封 信 , 信 的 内 容 
是 讨论 3 个 论文 题目 中 的 任 一 个 ,而 且 2 个 人 互相 通信 所 讨论 的 
是 同 1 个 题目 。 证 明 至 少 有 3 位 学 者 ,他 们 之 间 通 信 所 讨论 的 是 同 
i 个 论文 题目 。 

证 明 和 作 一 个 完全 子 图 K17, 它 的 17 个 顶点 代表 47 位 学 者 ， 
我 们 把 其 中 的 边 染 上 3 种 颜色 ; 如果 两 位 学 者 讨论 的 是 第 i 个 题 
日 ,就 将 连接 相应 的 2 个 顶点 的 边 染 上 第 ; 种 颜色 (i = 1,2,3)。 这 
样 就 得 到 3 色 完 全 图 Ki;。 由 定理 5.8.7 

ra 3(rs -1)+2= 3tr(3,3) -1)7+2= 17 
因此 ,这 个 3 色 完 全 图 Kz 中 有 一 个 同色 三 角形 。 这 个 同色 三 角形 
所 对 应 的 3 位 党 者 之 间 通 信 所 讨论 的 是 同 ! 个 论文 题目 。 

例 3 设 (S1,Ss,"",S,) 是 整数 集 科 ,2,…,r,| 的 一 个 分 类 ， 
则 存在 某 一 数 io(1 志 io 祈 ww),Si 包 售 3 个 整数 x,y 和 x( 不 必 相 
异 ) ,满足 方程 

庆 十 多 宇 工 

证 明 ”考察 以 11,2,…,r,| 为 硕 点 的 完全 图 KK, ,用 颜色 1， 
2,… .7 按 下 述 规 则 给 KK. 的 边 染 色 : 边 uv 染 颜 色 j 当 且 仅 当 
|4 -wv' E& Sj。 由 ,的 定 义 ,K， 中 存在 一 个 同色 三 角形 , 即 存在 3 
个 顶点 a .5 ,r ,使 得 边 a5, be ,cu 有 相同 的 颜色 , 设 为 io 色 ,不 失 一 
般 性 , 设 a >5> ce, 并 记 z =w-by=D-c< 和 z =a-r,; 则 
X,Y: S; ,并 且 T+y= 2 
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习 题 五 


变 作 = (X,Y;E) 是 一 个 上 正则 二 分 图 { 尺 之 1), 财 必 有 

[x|= |Y|。 

设 图 G = (和 ,了 ;五 ) 是 二 分 图 ,|X| 关 |Y|。 证 明 避 不 是 

Hamilton 图 。 

设 G= (X,Y;E) 是 一 个 简单 二 分 图 , |X| = |Y:= n(n 

闻 2), 著 对 任意 的 x 所 久 ,y EY 了 ,由 wy 它 E(G) 就 有 
delr) + dely} 守 n+l 

则 G 是 Hamilton 图 。 

斌 证 明 : 如 果 姜 是 简单 二 分 图 ,含有 户 个 项 点。 则 G 的 边 教 

不 超过 p?/4。 

访 证 明 : 尾 何 一 个 简单 图 都 有 一 个 生成 子 图 末 , 使 昌 为 二 

分 图 ,并 且 对 任意 一 个 顶点 v 马 V ,有 


pi 十 def) 
利用 算 阵 


1 
0 
A= 
1 


1 
1 
0 
0 


一 


1 
构 作 一 个 二 分 图 。 1 
两 个 人 在 图 如上 做 游戏 ,方法 是 交替 地 选择 相 异 的 顶点 vi， 
ua ViVi4] 使 得 对 每 一 个 i > 0,v; 相 邻 于 wv;.1 ,最 后 一 个 
顶点 的 选择 者 为 胜 ,证 明 : 第 一 个 迁 点 人 有 一 个 得 胜 策 略 当 
且 仅 当 (3 没有 完美 对 集 。 
22 个 学 生 每 天 出 去 散步 ,每 两 个 人 一 钥 , 如 果 每 一 对 学 生 只 
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5.9 


5.10 
3.11 


5.12 


在 一 起 散步 一 次 ,这 样 的 散步 可 以 持续 多 少 天 ? 

设 台 至 少 包含 2 个 顶 吉 ;其 中 每 个 项 点 的 度数 至 少 是 大, 则 
图 G 的 最 大 对 集 至 少 有 不 条 边 。 

(提示 : 设 M 是 G 的 最 大 对 集 ,但 | MM 把 上 一 1o 令 蛋 表 示 MM 
的 边 的 端点 集合 ,由 于 在 包 内 的 顶点 数 为 21JM1i 扫 2 一 2， 
在 VIG) 一 人 中 至 少 存 在 两 小 顶 点 , 设 为 ,yo 根据 1M 的 最 
大 性 ,V(G) -和 中 任 两 信 顶 点 不 看 邻 。 若 六 在 M 的 一 条 
这 ,使 其 中 的 一 合葬 点 相 邹 于 工 , 而 荔 一 个 酋 点 相 郭 于 vc 则 
G 存在 M 可 扩 路 ,这 将 矛盾 于 M 是 最 大 对 集 。 现 在 我 们 考 
处 工 的 所 有 邻 点 了 lz 并。 这 上 个 点 全 在 全 内， 让 
我 们 分 别 用 v1 ,ys，… ,Yi 表示 在 M 导 下 与 X1172，"… 配对 
的 顶点 , 则 y 不 能 与 yi,y2，,… ,和 相 邻 .由 此 可 得 

de(y) Ek -2)- /Rk-2 

与 如 的 假设 矛盾 。) 

试 证 明 : 树 最 多 只 有 一 个 完美 对 集 。 

证 明 二 分 图 G = (X,Y3iE) 有 完美 对 集 的 充分 必要 条 件 
是 对 所 有 SEC V(G)， 

INc(S)| 宕 | 5 

设 G = (X,Y;E) 是 简单 二 分 图 , ||= |Yi= nn 之 2， 
证 明 : 若 5(G) > 这 ， 则 G 有 完美 对 集 。 

设 避 = (区,Y;) 是 二 分 图 ,证 明 : 车 对 任何 工人 多 ,y 所 
Y 均 有 (rr) 实 do(y), 则 GG 有 乱入 中 所 有 项 点 的 对 
集 。《 提 了 示 : 在 义 中 任 取 一 个 非 空 于 集 S, 记 

PE = {xylr E XiyE YY! 
列 
| 2o| = Zslz) 
因此 S 中 顶点 度 的 平均 数 是 |Eo|/1S1, 而 Nol(S) 中 顶 
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5.18 


点 度 的 乎 均 数 至 少 是 i Eo|/| Ne(S) | 。 由 题 意 

[Eo| /S|> |Eo|/| Ne(S)| 
因此 | Ne(5)| 尖 |S1, 即 G 中 含有 人 饱和 区 中 所 有 人 顶点 的 
对 集 。) 
设 局 是 上 正则 二 分 图 (> 0) ,证 明 ;G 中 存在 不 个 边 不 交 
的 完美 对 集 MHR ,使 

ECG) = MIU MU :UU M: 
证 明 : 一 个 8x8 方 格 棋盘 移 去 其 中 两 个 对 角 上 的 1x1 方 
格 之 后 不 能 用 1 x 2 的 长 方形 不 重合 而 怡 好 填 满 。 
有 8 个 问题 出 现 于 一 刊物 上 ,对 于 每 一 个 问题 编辑 部 收 到 
两 个 正确 的 解 ,他 们 发 现 16 个 解 由 8 个 人 寄 来 ,每 人 2 个 
解 。 证 明 : 能 对 每 1 个 问题 发 表 1 个 解 , 并 使 8 个 人 中 的 每 
人 恰好 被 提 到 一 次 。 
从 64 格 柑 盘 上 洗 出 16 格 ,使 每 行 短 列 会 有 其 中 的 2 格 ,证 
明 ; 可 以 把 16 个 棋子 (8 个 自 的 与 8 个 黑 的 )} 放置 在 所 的 方 
格 上 ,局 算 行 每 列 都 怡 好 有 一 个 自 的 与 一 个 黑 的 棋子 .( 提 
示 : 槐 造 二 分 儿 GG = {X,Y;EY,X = {frr | 了 
= 338 分 别 对 应 于 械 章 的 8 行 8 列 , 当 且 仅 当 
属于 行 ri 且 必 于 列 y 的 方 格 是 被 选 出 时 , 边 ziy 属于 
(4G) ,于 是 ,我 们 的 转 的 边 对 应 于 所 选 的 方 烙 -所 以 殷 是 
2 正则 二 分 图 .由 习题 15, 它 有 两 个 边 不 变 的 完美 对 集 , 设 
为 Mi 与 M3, 若 把 自 的 与 黑 的 棋子 分 别 放 置 在 对 应 于 Mi 
与 Ma 的 边 所 对 应 的 方 格 上 , 即 得 所 求 的 放置 法 ,) 
求 二 分 图 的 一 个 最 大 对 集 。 
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习题 5.18 
5.19 某 人 给 6 个 人 写 了 66 封 信 , 并 且 准 备 了 6 个 写 有 收 信 人 地 让 
的 信封 ,. 问 有 多 少 种 投放 局 租 的 方法 ,使 每 份 信 答 与 信封 
上 政信 人 不 相 竺 ?( 提 示 : 设 信 毓 为 Ti, 司 封 为 六 ,ii = 【,2， 
3,4,5,6,.j 与 Y 是 相符 的 。 于 是 问题 就 转化 为 求 图 (如 下 
图 所 示 ) 
ps 


Cw 


Co 


习题 3.19 
GO = Kee— {rw Tay tava ray Ts ys Tove! 
中 有 多 少 个 不 同 的 完美 对 集 , 我 们 把 这 个 数目 记 gp(6) ,zi 
与 wm 相配 对 时 ,完美 对 集 的 个 数 等 于 从 图 ( 中 删 去 顶点 
TI,Yz 后 所 得 图 (1x1,32| 中 完美 对 集 的 个 数 , 这 个 数 
目 记 成 Jy{5), 在 一 了 71, 和 2| 中 ,车 :co 与 vi 相配 对 , 则 
5) = gp{4); 若 x 与 和 1 不配 对, 则 几 (5) = p(5). 于 是 避 
中 zi 与 yo 相配 对 时 ,有 gp(5)+ gp(4) 个 完美 对 集 。 由 对 称 
， 195- 
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.22 
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26 


.27 
-28 


.29 


性 ,与 yy(3 所 jj 把 6) 相配 对 时 , 亦 有 9(5)+ gp(4) 个 完 
美 对 集 。 改 

“oft6) = 5( (5) + pg(4)) 
利用 这 弟 推 公式 可 求 得 p(6)。) 
斌 证明 ;对 任意 简单 图 G 有 an(tG) 之 6(G)。 
斌 证 明 ; 若 是 二 分 图 , 则 gfG) 扫 anfG)7 BolG), 仅 在 
G 是 完全 二 分 图 时 才能 取 等 号 。 
设 加 是 方 个 项 志 的 图 , 试 证 明 :G 是 二 分 图 的 充分 必要 条 
件 是 对 G 的 每 个 拖 图 开 , 均 有 Po(H) 之 村 1p(CH)|。 
试 求 使 a1(G) = 所 (G) 的 充分 必要 条 件 。 
该 证 明 : 对 任意 图 G,6{G) > 0, 蚀 有 a1(G) 守 Bo(G)。 
设 了 是 侣 的 一 个 最 小 边 驯 盖 ,证 明 G[L] 无 回路 。 
证 明 :19 个人 中 必定 有 3 个 人 互相 认识 ,或 者 有 6 个 人 人 互 不 
认识 。 | 
利用 rs = rf(3,3)》 = 6, 证 明 :r 和 [xle] + lo 
在 菜 协 会 中 有 9 个 人 ,其 中 任意 3 个 人 中 总 有 互相 认识 的 2 
本 人 ,证 明 : 在 这 9 个 人 中 ,至 少 有 4 个 人 互相 认识 。 
平面 上 有 56 个 点 ,任意 3 点 都 不 构成 等 边 三 角形 ,证 明 : 由 
这 些 点 组 成 的 三 角形 中 ,有 一 条 边 既 是 一 个 三 角形 的 最 长 
边 ,也 是 某 一 个 三 角形 的 最 短 达 。 
(提示 :以 这 和 6 个 点 为 顶点 必 一 个 6 点 完全 图 KK6o 把 至 少 是 
一 本 三 衣 形 的 最 其 边 的 边 业 上 红色 ,其余 边 归 上 蓝 钨 。 这 
本 红 、 蓝 完全 图 中 必 不 含 蓝 色狼 3, 但 3,3) = 和 所 以 天 6 
中 有 一 个 红 客 多 ij。 这 个 红色 三 角形 的 最 上 拓 边 印 为 所 求 )。 
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6 图 的 染色 


图 的 染色 问题 的 研究 来 源 于 着 名 的 四 色 问 题 。 四 色 僻 题 是 加 
论 中 也 许 是 金 部 数学 中 最 出 名 .最 难 的 一 个 问题 之 一 。 

所 谓 四 色 猜 想 就 是 在 平面 上 任何 一 张 地 图 ,总 可 凡 用 至 多 四 
种 颜色 给 每 一 个 国家 妆 色 ,使 得 任何 相 邻 国家 (公共 边界 上 至 少 有 
一 段 连续 曲线 ) 的 颜色 是 不 同 的 。 例 如 图 6.1 所 示 的 地 图 用 了 四 种 
颜色 给 每 个 区 域 染 色 ,使 得 任何 两 个 要 邻 的 区 域 有 不 同 的 颜色 。 
所 红 


1 Da 
蓝 红 一 


图 6.1 图 6.2 


1852 年 嘉 思 瑞 (Guthrie) 多 弟 在 通信 中 提出 了 四 色 问 题 ,小 
Guthrie 求教 于 他 的 洗 师 摩根 {de Morgan) ,Morgan 与 他 的 朋友 在 
通信 中 讨论 过 这 个 问题 ,但 都 无 法 给 予 解决 .1878 年 Cayley 在 伦 
敦 数学 会 上 宣布 了 这 个 问题 ,引起 数学 界 的 广泛 注意 -Kempe 和 
Tait 分 别 在 1879 年 和 1880 年 发 表 文章 ,声称 证 明了 四 色 问 题 o11 
年 后 ,Heawood 于 1890 年 指出 了 Kempe 证 明 中 的 错误 ,但 却 利用 
Kempe 的 方法 证 明了 基色 定理 成 立 ( 见 6.2 节 中 定理 6.2.9)。 应 当 
指出 ,Kempe 关 于 四 色 问 题 的 文章 虽然 有 错误 ,但 他 的 方法 对 后 来 
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四 色 阿 题 的 解决 是 有 启发 的 .1891 年 Petersen 指出 了 Tait 证 明 中 
所 存在 的 错误 ,但 Tait 的 方法 也 有 其 合理 的 部 分 ,利用 Tait 的 方法 
Petersen 证 明 四 色 猜 想 与 如 下 命题 等 价 : 任 何 一 个 2 边 连通 3 正则 
平面 图 ( 见 下 一 节 定 义 6.2.1) 的 边 色 数 ( 定 义 6.4.1) 为 3。 经 过 一 
百 多 年 之 后 ,这 个 貌似 简单 的 四 色 猜 想 才 被 美国 的 Appel 和 Haken 
于 1976 年 借助 于 高 速 电 子 计 算 机 用 了 1200 多 个 小 时 证 明了 四 色 
猜想 成 立 。 从 此 四 色 猜 想 成 了 四 色 定 理 。 然 而 ,给 出 由 色 定 理 一 个 
无 需 借助 于 计算 机 的 证 明 仍然 是 一 个 未 获 解 决 的 问题 。 

四 色 阿 题 即 地 图 染色 问题 粗 看 起 来 似乎 与 我 们 所 讨论 的 图 没 
有 什么 联系 。 其 实 也 是 可 以 转化 为 图 论 中 的 问题 来 讨论 ,首先 从 地 
图 出 发 来 构 作 一 个 图 G, 其 方法 是 ,让 每 一 个 顶点 代表 地 图 的 一 个 
区 域 ,如 果 两 个 区 域 有 一 段 公共 边界 线 , 就 在 相应 的 顶点 之 闻 连 上 
一 条 边 。 如 加 6.2 所 示 的 图 G 就 是 从 图 6.1 的 地 图 构造 而 来 的 。 

由 于 地 图 中 每 一 块 区 域 对 应 图 G 的 一 个 顶点 ,两 个 相 邻 顶点 
对 应 消 个 相 邻 区域 ,所 以 对 地 图 染 鱼 使 相 邻 的 区 域 集 以 不 同 的 颜 
色相 当 于 对 图 G 的 每 个 项 点 架 以 相应 的 一 种 颜色 ,使 得 相 邻 的 项 
点 有 不 同 颜色 , 例 如 ,图 6.1 中 地 图 的 一 个 染 鱼 对 应 图 6.2 中 避 的 
一 个 项 点 染色 。 


6.1 顶点 染色 


本 节 给 出 顶点 染色 定义 。 这 节 我 们 仅 限于 讨论 无 环 图 。 

定义 6.1.1 G 的 一 个 正常 6 顶点 染色 是 指 种 颜色 1,2,3， 
…sk 对 于 G 的 各 顶点 的 一 个 分 配 ,使 得 任意 两 个 相 邻 的 项 点 分 配 
以 不 同 颜色 。 若 图 G 有 一 个 正常 上 顶点 染色 ,就 称 G 是 上 顶点 可 染 
色 的 .而 G 的 色 数 是 指 C 有 正常 上 顶点 染色 的 数 k 的 最 小 值 ,用 
xf 表示。 若 yx(G) = ,就 称 和 是 上 色 的 。 

我 们 通常 把 "正常 大 顶点 染色 ”简称 为 染色。 类 似 地 ,把 “& 
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顶点 可 染色 ”简称 为 可 染色 。 

从 定义 不 难 发 现 , 对 于 G 的 任何 子 图 五 , 均 有 x(H) 所 
x(G}。 车 避 是 p 阶 完全 图 , 则 x(G) = p。 

例如 ,图 6.2 给 出 了 图 GG 的 一 个 4 梁 色 ,因此 xy(G) 志 4。 但 在 
如 中 ,G[vs,vervrsva] 是 CG 的 一 个 4 点 完全 子 图 , 故 x(G) 之 4。 
因此 x(G) = 4。 

在 本 节 ,我们 先 介绍 一 般 图 的 顶点 染色 理论 ,四 色 问 题 以 及 与 
地 图 相对 应 的 图 的 染色 和 在 下 一 节 讨 论 。 

给 定 图 G = (V,E) 的 一 个 大 染色 ,用 Vi; 表示 台中 染 以 第 ; 
鱼 的 顶点 集合 (7 = 1,2,… ,上 率 ). 则 每 个 Vi 都 是 6G 的 独立 集 。 因 六 
C 的 一 个 上 染色 对 应 YIG) 的 一 个 划分 [ Vi ,V2,…, Vi], 其 中 每 
个 V, 是 独立 集 。 反 之 ,给 出 Y(G) 的 这 样 一 个 划分 [Yi Ya2，…， 
V] ,其 中 每 个 V'; 均 是 独立 集 (1 志 i 过 上 *), 则 相应 地 得 到 G 的 一 
个 上 染色 ,我 们 称 V{G) 的 这 样 一 个 划分 为 G 的 一 个 色 划 分 ,每 
个 V, 称 为 色 类 (i = 1,2,… ,上 上)。 因 此 G 的 色 数 xX(G) 就 是 使 这 种 
划分 成 为 可 能 的 最 小 自然 数 上。 

通过 上 面 的 讨论 ,我 们 直接 可 得 以 下 结论 : 

定理 6.1.1 

(1) 图 G 是 空 图 当 且 仅 当 x(G) = 1; 

(2) G 是 至 少 有 一 条 边 的 二 分 图 当 且 仅 当 YX(C) = 2， 

(3) 车 G 是 长 为 奇数 的 回路 , 则 ytG) = 3。 

对 于 大 之 3, 大 色 图 的 特征 至 今 尚 末 清 楚 ,然而 我 们 可 以 给 出 
色 数 的 一 个 上 和 界 。 

定理 6.1.2 设 关 = mazd(HH), 这 里 的 五 取 遍 上 全 的 所 有 点 导 
出 子 图 , 则 

XtG) 所 由 十 1] 

证 了 明 ”我 们 只 需要 证 明 G 是 + 1 可 染色 的 ,由 于 占 能 取 到 

CC, 故 66) 世 友 从 而 中 可 取 到 一 个 顶点 vp,do(ws) 入 下。 今 
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HH = Gvp; 取 地 = 有 Hs,-1: 则 ,1 中 也 有 一 个 顶点 vi, 使 
di (vp-1) 祈 上 ,再 令 H,y = Hsi 一 v1 = CG 一 1vp-1,0p1, 后 
样 存在 w-zE V(Hs-2) ,使 dy (vp -2) 入 上 ,这样 继 续 下 去 ,就 
得 到 一 个 顶点 序列 vj ,vw;,，… ,ap ,根据 这 个 点 列 的 构造 ,点 列 中 的 
每 个 顶点 w 最 多 与 它 前 面 m ,zz,w-i 中 的 大 个 顶点 相 邻 。 现 在 我 
们 按照 v1, v2,… ,vs 这 个 顶点 序列 给 G 的 一 个 上 + 1 染色 ,为 方 
便 , 用 ,a2，… ,arri 宕 示 点 +1 种 不 同 的 颜色 。 首 先 给 wj 染 xi , 当 
za 与 7 不 相 邻 时 , 仍 给 vz 轨 xi, 否则 给 za 染 mo。 一般 说 来 , 当 已 
经 给 wwz，…z 染色 ,使 相 邻 的 点 对 染 有 不 同 的 颜色 后 ,上 表 给 
vy 染 鱼 。 由 于 vw,,] 最 多 与 v1 ,v2,"… ,vw 中 的 个 顶点 相 令 ,因此 
这 上 个 顶点 内 与 wyl 相 邻 的 顶点 中 至 多 出 现 上 种 颜色 ,在 二 +1 种 
颜色 中 我 们 总 可 以 把 不 出 现 的 而 且 按照 标号 最 小 的 这 种 颜色 染 给 
vi+1o 这 样 一 直 把 G 中 的 全 部 顶点 梁 上 某 种 颜色 为 止 。 可 得 G 的 
一 个 + 1 染色 , 故 XG)< 委 和 +JT。 证 毕 。 
推论 6.1.3 对 任意 图 避 , 均 有 
(GG) EAC(G)}+] 
证 明 ”对 于 G 的 任意 一 个 点 导出 子 图 玉 , 总 有 5(H) 所 
A( 及 ) 所 A(G)。 故 由 定理 6.1.2 得 此 结论 。 
推论 6.1.4 车 避 是 连通 图 ,但 不 是 正则 图 , 则 yx(G) 过 
AtG)。 
证 用 ”由 定理 6.1.2, 只 需 证 明 对 G 的 任何 一 个 点 导出 子 图 
HH 都 有 (HH) 所 A(G) 一 1。 著 晶 = G, 因 G 不 是 正则 图 , 故 6(H) 
过 A(G) 1。 如 果 玉 是 G 的 真子 图 ,由 于 G 连通 ,存在 x E 
ViH),y €E V(G -所 ), 使 xy € EE(G), 则 
dn(x) do(xr) -lA(G) -1 
故 
人 fsACG)- 工 证 毕 。 
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定理 6.1.2 及 两 个 推论 给 出 了 色 数 的 几 个 上 界 , 但 这 些 上 界 
是 很 弱 的 ,例如 当 G 是 二 分 终 时 ,x(G) 志 2, 而 A(G) 可 以 取得 相 
当 大 。 

布鲁克 斯 (R.L.Brooks) 在 1941 年 证 明了 这 样 的 结果 :使 
XxX(G) = A(G) + 1 的 图 有 商 类 ;或 是 完全 图 或 是 奇 回 路 。 

定理 6.1.5 “如果 连通 图 G 不 是 奇 回 路 ,也 不 是 完全 图 , 则 

x(G) EA(G) 

证 明 政 。 

对 于 著名 的 Petersen 图 G( 见 图 4.17) ,应 用 这 一 结论 ,立即 可 得 
xzG) 委 AG) = 3, 但 G 不 是 二 分 图 , 故 Petsrsen 图 的 色 数 是 3。 

下 面 给 出 求 图 的 色 数 的 一 个 算法 。 

定理 6.1.6 设 w 和 ww 是 G 中 两 不 相 邻 的 项 点 , 则 

7y(G) = minty(G + Kv), xX(G. uv )| 

证 明 ” 设 x(G) = 上 ,并 考虑 G 的 染色 ,假设 顶点 和 wv 染 
不 同 的 颜色 , 则 G 的 大 染 色 也 是 G + uv 的 染色 。 因 而 ,此 时 xx(G 
十 2) 之 均一 xz(G)。 现 在 假设 顶点 ux 和 az 的 染色 相同 , 则 G 的 一 
个 上 染色 可 得 到 G :ww 的 一 个 上 染色 ,于 是 ,有 x(G' uv) 志 上 = 
xX( 避 )。 由 于 在 G 的 染色 中 ,或 者 z 与 y 染 为 不 同 的 颜色 或 者 为 
相同 颜色 ,所 以 

min{x{G + uu), Ga 信人) 

由 于 GG 是 G + uv 的 子 图 ,显然 有 x(G) 所 x(G + uv)o 

设 x(G +: wv) = 1, 并 记 子 为 收缩 w 和 w 所 得 到 的 顶点 , 则 在 
G .zz 的 Ai; 染色 中 ,把 分 配给 子 的 颜色 分 配给 x 和 ww。 即 可 得 到 局 
的 一 个 染色。 于 是 X(G) 迄 晤 = 人 G，aojc 因 此 

x(G) Eminfx(G + ae x(G ao) 

综合 以 上 结论 ,有 

(GG) = min{ xtG+ uv), XtG - uw)! 证 毕 。 
以 上 定理 的 结论 提供 了 求 图 的 色 数 算法 的 基础 。 设 G 是 有 
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个 顶点 的 简单 图 。 

关于 x(G) 的 算法 ， 

(1) 如 果 和 是 必 , 则 YXfG) = ps 如 果 G 不 是 K,, 令 HH= GG 
并 按 (2) 进行 ; 

(2) 选取 五 的 不 相 邻 的 一 对 不 同 顶 点 4 ,vw, 作 图 上 + uv 和 
HH:， wv, 并 按 (3) 进行 ; | 

(3) 令 态 是 由 (2) 得 到 的 两 个 图 ,如果 二 是 完全 图 ,比如 说 有 
& 个 顶点 ; 则 yt{ 态 ) = %。 如 果 五 不 是 完全 图 , 转 人 (2) 进行 。 

当 所 得 到 的 名 都 是 完全 贺 ,算法 结束 。 册 于 医 的 加 边 厅 改变 项 
点 个 数 ,图 的 收缩 减少 顶点 个 数 , 所 以 经 过 有 限 步 又 后 ,算法 必定 
结束 。 从 定理 6.1.6 可 知 ,G 的 色 数 是 所 得 到 的 完全 图 的 色 数 中 最 
小 者 ,因为 完全 图 的 色 数 等 于 它 的 顶点 个 数 ,x(G) 是 由 算法 生成 
的 最 小 的 完全 图 的 顶点 数 。 

贮藏 问题 是 图 的 顶点 染色 在 实际 问题 中 的 一 个 具体 应 用 。 

例 1 某 一 仓库 要 存放 ”种 化 学 药品 C1, Cs,…,C, ,其 中 某 些 
化 学 品 不 能 相 群 ,否则 会 引起 化 学 反应 甚至 爆炸 -所 以 为 了 预防 ,这 
个 仓库 应 分 割 成 若干 个 小 仓库 , ,以便 把 这 些 丰 能 相 磁 的 化 学 品 放 
在 不 同 的 小 仓库 中 。 试 向 这 个 仓库 至 少 该 分 割 成 几 个 小 仓库 ? 

解 ” 先 建立 一 个 图 G, 其 顶点 集 V(G) = vis,v2，… ,0 | 分 
别 代表 北 学 品 Ci ,Cs,… ,Co 顶点 vw 与 vw 相 邻 当 且 仅 当 C; 与 但 
不 能 相 磁 。 容 易 看 出 可 以 把 G 中 不 条 邻 的 项 点 所 对 应 的 化 学 品 存 
放 在 一 起 。 现 在 用 x(G) 种 颜色 1,2,… ,x(G) 去 给 G 的 顶点 染 
色 , 使 相 邻 的 顶点 染 以 不 同 的 颜色 ,以 Vi 表示 GG 中 染 第 i 色 的 所 有 
顶点 (i = 4,2,… ,Xt 如 )), 则 Vi 中 任意 两 个 顶点 不 相 邻 ,所 以 V; 
中 顶点 所 对 就 的 化 学 品 可 以 放 在 同一 个 小 仓库 里 ,这 个 仓库 至 少 
应 分 割 成 x¥(G) 个 小 仓库 。 


”202 ， 


6.2 平面 图 和 和 五 色 定 理 


从 上 一 节 可 以 看 出 ,要 讨论 地 图 的 染色 问题 ,只 要 讨论 由 地 图 
所 对 应 的 图 的 顶点 染色 就 可 以 。 那 么 地 图 所 对 应 的 图 与 一 般 的 图 
有 什么 区 别 呢 ?我 们 说 ,如 把 这 次 图 的 顶点 放 在 一 个 惟 当 的 位 置 
《要 求 在 同一 个 平面 上 ) 就 能 够 使 该 图 中 任意 两 条 边 除 端点 外 设 
有 交叉 点 ,而 某 些 一 般 图 并 不 一 定 具 有 这 一 性 质 。 例 如 图 6.3 中 的 
两 个 图 KK 和 Ks 就 不 具有 这 个 性 质 。 


国 6.3 


为 了 区 别 这 两 类 图 ,我们 给 出 如 下 定义 。 

定义 6.2.1 ”如 果 避 能 与 这 样 的 一 个 图 G 同 构 , 其 中 G 的 顶 
点 在 同一 个 平面 上 ,而 G 的 边 只 可 能 在 端点 处 相交 ,就 称 G 为 平 
面 图 ,而 称 妇 为 G 的 -个 平面 嵌入 ,或 称 已 为 G 在 平面 上 的 实现 。 

例如 ,图 6.4 所 示 的 图 G 是 平面 图 ,G; 和 G2 都 是 G 的 平面 
基 和 人 。 但 画 6.3 所 示 的 状 s.: 和 KK; 均 不 是 平面 图 ,因为 它们 无 法 在 
平面 土 实现 。 请 读者 自己 考虑 。 

平面 图 在 实际 配置 安装 电子 元 件 的 印刷 电路 板 的 设计 与 布线 
问题 中 是 非常 有 用 的 。 因 为 在 一 块 印 剧 电 路 板 的 面 上 ,要求 线 与 线 
不 能 直接 交叉 ,而 这 一 点 正好 是 平 图 图 的 特征 。 
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图 6.4 


以 后 在 我 们 说 到 平面 图 时 ,都 是 认为 它 已 经 在 平面 上 实现 了 。 

由 于 从 地 图 构造 而 来 的 图 是 平面 图 ,所 以 要 证 明 四 色 和 猜想 等 
价 于 证 明 平 面 图 的 色 数 不 超过 4。 

在 前 一 节 我 们 已 叙述 了 四 色 定 理 的 证 明 是 相当 困难 的 ,许多 
数学 家 在 它 面 前 都 无 能 为 力 。 有 趣 的 是 五 色 定 理 的 证 明 较 为 容易 。 
在 本 节 最 后 我 们 将 介绍 它 的 证 明 。 下 面 我 们 先 介绍 平面 图 的 一 些 
性 质 。 

定义 6.2.2 平面 图 G 的 边 把 整个 平面 分 割 成 若干 个 连 递 区 
域 , 这 些 区 域 的 闭 包 称 为 平面 图 G 的 面 (包括 外 部 无 限 区 域 , 称 为 
外 部 面 )。 分 别 用 FCG) 和 gp(G) 表示 G 的 面 的 集合 和 面 的 个 数 。 

例 1 图 6.5 所 示 的 平面 加 G 中 ,有 六 个 面 fi, fo,f3,f4fs， 
fo; 其 中 六 是 外 部 面 。 明 显 地 ,连通 图 是 树 当 且 仅 当 pgp(G) = 1。 

定义 6,2.3 用 btf) 表示 平面 图 G 中 国 成 面 了 的 周 界 。 用 
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图 6.5 


dc( 了) (或 d(7)) 表示 围 成 面 了 的 内 界 的 边 数 , 称 为 /的 度 。 
特别 约定 , 如 果 割 边 。 属于 平面 图 G 的 面 /, 那么 在 计算 
du(/) 时 ,e 要 计算 2 次 。 

对 于 面 了 的 周 界 作 以 下 补充 : 若 G 是 连通 的 , 则 2(F) 是 一 条 
闭 迹 ; 若 G 内 有 割 边 , 则 2( 记 中 了 内 的 每 条 割 边 都 被 这 条 闭 途 径 
通过 2 次 ; 当 了 无 割 边 且 无 环 时 ,2( 户 就 是 G 的 一 个 回路 。 例 如 ， 
在 图 6.5 的 平面 图 G 中 。 

bf1) = vier v2e2 VI V1 

四 六) = wie Ue Vge12 Use12 U9 VL 

blfa) = UIE UEA UICA UAES USEGUSET UGES UAC4 U3E9 UTELN UAE IA TY] 
do(fi) = 3,de(f2} =3 和 ds(f) = li。 

根据 上 面 的 定义 ,平面 图 G 的 每 一 条 非 制 边 恰好 舍 于 两 个 面 
的 周 界 。. 而 每 一 条 割 边 虽 然 只 在 一 个 面 的 局 界 上 ,但 在 计算 这 个 面 
的 度数 时 ,被 计算 了 两 次 。 因 此 在 计算 各 个 面 的 度 的 总 和 时 ,G 的 
每 条 边 都 丛 好 计算 两 次 ,这 就 准 关 了 与 定理 1.3.1 类 似 的 结论 。 

定理 6.2.1 ”如果 G 是 平面 图 , 则 


D>) do = 290G) 


JE FL) 
推论 6.2.2 ”在 任何 平 画图 中 , 度 为 奇数 的 面 的 个 数 必 为 偶数 。 
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在 平面 图 中 ,有 一 个 涉及 平面 图 的 点 数 . 边 数 和 面 数 这 三 者 关 
系 的 重要 公式 Euter 公式 。 
定理 6.2.3 设 G 是 一 个 有 户 个 顶点 ,9 条 边 和 g 个 面 的 连通 
平面 图 , 则 
PpP-qg+¢g%=2 | (1) 
证 明 ”我 们 对 面 数 g 进行 归纳 证 明 。 由 于 G 是 连通 的 平面 
图 ,所 以 当 g = 1 时 ,G 是 树 ,因此 g = p -1s 故 
p-yt+op=2 
假设 对 于 一 切面 数 少 于 ply > 1) 的 所 有 连通 平面 图 ,Euler 
公式 成 立 。 现 假设 如 是 一 个 有 户 个 顶点 .9 条 边 和 w 个 面 的 连通 平 
面 图 。 由 于 9 > 1,G 至 少 有 一 个 回路 , 取 这 回路 中 的 一 条 边 。, 则 
G -2e 仍 是 连通 平面 图 ,有 声 个 顶点 ,9 一 1 条 边 和 gq 一 1 个 面 , 根 
据 归 纳 假设 。 
PpP-(tg-1)+(p-1)=2 


即 
p-gqyt+yw=2 
证 毕 。 
从 Euler 公式 可 以 看 出 ,对 于 一 个 平面 图 ,虽然 可 以 有 不 同形 
状 的 平 简 嵌 人 ,但 它们 的 面 数 总 是 不 变 的 , 即 为 9- p + 2( 连 通 的 
情况 下 )。 在 使 用 此 公式 时 要 注意 它 只 适合 于 连通 的 平面 图 , 而 对 
于 非 连 通 的 平面 图 的 点 数 . 边 数 . 面 数 及 连通 分 支 个 数 之 问 的 关系 
可 参见 习题 6.10。 
利用 Euler 公式 ,可 获得 平面 图 中 一 些 重要 结论 。 
推论 6.2.4 车 G 是 阶 为 ptp 之 3) 的 平面 图 ,G 的 最 短 回路 
的 长 度 为 g{g 之 3), 则 


g(0) < Ep - (2) 
证 明 ”显然 只 要 对 连通 的 平面 图 证 明 式 (2) 成 立即 可 。 现 对 
" 206 ， 


G 的 每 个 面 了 ,由 假设 dc(P) 之 8, 天 外 
了 die(f) gE ptG) 


JE HL 


由 定理 6.2.1 知 
24(G) = > dol) 
jE Fit) 
上马 此 
¢(G) < Sal0) 
内 G 是 连通 的 平面 图 ,根据 Euler 公式 .有 
2=p- a + oC Cp- 6)+ Ta(G) 
天 此 
0) < Ep 
证 毕 。 
特别 地 ,对 一 般 的 简单 平面 图 G ,有 
dfC) 扫 3pG) 一 6 (3) 
例 2 证 明 KK;,3 和 Ks 是非 平 茄 图 。 
证 明 ”对 Ks;, 合 有 5 个 顶点 ,10 条 边 . 国 此 ;不 满足 式 (3)， 
所 以 攻 。 不 是 平面 图 。 
对 于 兵 ; ,含有 6 个 顶点 ,9 条 边 ,但 最 短 回路 的 长 度 为 4, 故 
K:3 不 满足 公式 (2), 因 此 Ka.， 也 不 是 平面 图 。 
例 3 平面 上 及 个 点 ,其 中 任 两 个 点 之 间 的 距离 至 少 是 1。 
证 明 在 这 个 点 中 ,距离 恰好 为 1 的 点 对 数 至 多 是 3 ~ 6。 
证 明 “首先 建立 图 妃 =(V,EE), 其 中 V 就 到 平面 上 给 定 的 
1 个 点 {位置 也 不 变 ) ,两 个 点 之 间 的 距离 为 1 时 ,该 两 顶点 之 间 用 
一 条 直线 段 连接 ,所 得 策 是 一 个 阶 简单 图 。 我 们 只 要 证 明 避 是 
平面 图 即 可 。 
若 G 中 存在 两 条 不 同 的 边 ri ro 和 zi 相交 子 非 端点 处 〇 ， 
- 207 . 


如 图 6.6 所 示 , 记 它们 的 夹 角 为 8(0 < 8 << x)。 


(a) 


图 6.6 
若 8 = ,这 时 的 情形 如 畴 6.6(b) 所 示 , 存 在 两 点 其 距离 小 于 

1, 这 是 不 可 能 的 。 
因而 0< 9<< re 由 于 jz za| = |， | 二， 


= 中 至 少 有 两 个 点 ,从 交点 O 到 这 两 点 的 虐 离 不 超过 广 , 不 妨 设 


=1 ii Tj 


| Or <3 [Oz | 序 , 则 必 有 | ,|< 工 ,矛盾 。 
这 就 证 明了 G 是 平面 图 ,由 公式 (3) 得 
qtG)3n-6 
即 这 5n 个 点 中 , 趾 离 为 1 的 点 对 数 不 超 过 3n - 6。 
推论 6,2.5 设 G 是 简单 平面 图 , 则 5(G) 起 5。 
证 表 ” 反 证 法 :假设 G 是 一 个 简单 平面 图 ,但 5(G) 守 6, 则 
29(G) = >) dcl v) 6p(G) 


vE VICY 
但 由 式 (3) 得 
29(G) 6p(G) 一 

牙 盾 。 故 对 每 一 个 简单 平面 图 G, 有 8(G) 委 S。 证 毕 。 

Euler 公式 不 仅 适 用 于 连通 的 平面 图 ,对 于 凸 多 面体 也 是 适合 
的 。 氏 为 凸 多 面体 可 以 “ 钠 ” 在 一 个 球面 上 ,下 作 一 个 球 极 投 影 (如 
图 6.7 所 示 ), 占 多 面体 就 变 成 为 平面 上 一 个 连通 平面 图 。 其 中 多 
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面体 的 含 北极 N 的 面 就 变 为 平面 独 的 外 部 面 。 多 面体 的 顶点 及 楼 
分 别 对 应 平面 图 上 的 项 点 和 边 。 明 显 地 ,这 类 平面 图 不 会 割 边 , 每 
个 顶点 的 度 和 每 个 面 的 度 至 少 是 3。 


图 6.7 


图 6.8 给 出 了 五 种 正 多 面体 所 对 应 的 平面 图 。 利 用 Euler 公 
式 , 可 以 获得 关于 正 多 面体 的 一 个 重要 结果 。 


人 内 人 


禽 必 


图 6.8 
定理 6.2.6 存在 且 只 存在 5 种 正 多 面体 :正四 面体 .正方 


何 .正八 面体 . 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 。 
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证 明 ”首先 容易 看 出 一 个 正 多 面体 在 平面 上 的 投影 所 得 平 
面 图 是 2 连通 的 正则 图 ,而 县 每 个 而 的 度 相 同 ， 即 为 
29{G)/g(G)。 我 们 上 只要 证 明 洲 足 这 三 条 的 平面 简单 图 有 且 只 有 
如 图 6.8 所 示 的 5 个 平面 图 即 可 。 

设 平面 图 G 是 x 正则 .每 个 面 的 度 为 r* , 则 + 之 3,r” 之 3， 
并 且 


2a(tG) = > del(u) = r+: p(tG) (4) 
EVD 

29(G) = 2 def 门 = 9(G) (5) 
fEFLGY 


将 式 (4) (5) 与 Eufer 公式 
pLG)}— a(G) + ptG)=2 
联 立 , 解 得 
p(tO) = 4r’ (Zr t+2r” rr )-! 
9G) = 2rr’ (2r+2r* 一 rr) 
p(tG) = 4rf2r 2r — rr*)! 
由 p(G).g{tG) 和 gp( 如 ) 均 大 于 0, 可 得 
2r+2r* 一 rr”>>0 
即 (r 一 20r -2)<4 (6) 
满足 上 式 且 至 少 为 3 的 正 整数 > 和 r”* 只 有 以 下 五 对 ,在 下 表 
中 也 同时 给 出 相应 的 ptG)、a(G) 和 pg{G)。 


7 ri 9g(G) 相应 的 正 多 面体 

3 3 正 得 面体 

3 4 正方 体 

3 5 正 十 二 面体 

4 4 正八 面体 

5 3 正二 十 面体 

对 应 于 上 表 所 列 出 的 S 组 数值 确实 存在 着 相应 的 正 多 面体 ， 

见 图 6.8 所 示 。 证 毕 。 
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例 4 对 硅 些 ,存在 x 条 楼 的 是 多 面体 ?(1968 年 波兰 数学 
奥林匹克 试题 ) 

解 ”以 多 面体 的 顶点 为 图 的 厌 点 ,以 多 面体 的 棱 为 图 的 边 ， 
组 成 一 个 平面 图 G, 则 记 (G) 闻 4,0G) 之 4, 每 个 面 的 度 至 少 是 
36 由 Euler 公式 ,qtG) 实 5, 即 没有 裕 数 小 于 6 的 十 多 面体 。 

四 面体 是 棱 数 为 6 的 凸 多 面体 。 

车 有 7 条 楼 的 凸 多 面体 , 则 存在 满足 上 述 条 件 ,g(tG) = 3 的 
平面 图 ,由 Euler 公式 得 

pliG) + op(G) = g(tG)+2=9 (7) 
但 G 的 每 个 面 的 度 至 少 是 3, 故 
29(G) = 人 de( 门 关 39(G) 
即 1 
9(G) EI = 与 
但 ofCG) 为 整数 ,所 以 ptG) 委 4o 同 样 p(G) 委 4, 于 是 
plG) + plG)SES 
这 与 式 (7) 了 矛盾。 所 以 7 条 楼 的 是 多 面体 是 不 存在 的 。 

现 对 大 区 4, 以 大 边 形 为 底 的 棱锥 即 为 2 条 楼 的 凸 多 面体 。 若 
把 底 为 & -上边 形 的 棱锥 中 ,. 底 角 处 的 一 个 三 面 角 “ 句 掉 一 个 尖 
儿 ”, 得 到 的 是 一 个 有 2k +1 条 楼 的 凸 多 面体 ,总 之 , 当 n 污 6,n 关 
7 时 , 才 有 ”条 机 的 凸 多 面体。 

找 出 一 个 图 是 平面 图 的 充分 必要 条 件 的 研究 曾经 持续 了 了 郊 十 
年 ,直到 1930 年 波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski) 给 出 了 平 
面 图 的 一 个 非常 简洁 的 特征 。 我 们 在 这 里 只 作 简 单 介绍 , 倪 述 库 拉 
托 夫 斯 基 定 理 , 而 让 于 它 的 证 明 较 长 ,在 此 不 作证 明 。 

给 定 图 的 一 个 谢 分 是 对 图 G 实现 有 限 次 下 述 过 程 而 得 到 的 
另 一 个 图 G': 删 去 避 的 一 条 边 uw 后 , 话 加 一 个 新 的 顶点 ww 及 两 条 
新 的 边 wu 、rwv。 也 就 是 说 在 G 的 边 上 插 人 人 有限 个 顶点 便 林 得 到 
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G 的 一 个 剖 分 图 GG", 图 6.9 分 别 给 出 了 Ks 和 天 3.3 的 一 个 前 分 。 


站 Dd 


图 6.9 
定理 6.2.7( 匠 uratowski 定理 ) 图 避 是 平面 图 当 且 仅 当 它 的 
任何 子 图 都 不 是 KK; 或 Kx 3 的 剖 分 。 
例如 ,在 图 6.10(a) 所 示 的 图 G 中 ,存在 一 个 子 图 五 , 它 是 
K3.3 的 一 个 前 分 ,所 以 G 不 是 平面 图 。 


图 6.10 


除 以 上 平面 图 的 判别 以 外 ,在 1937 年 瓦格纳 (KK.Wagner) 给 
出 了 平面 图 的 另 一 判别 准则 。 

让 El = feiez…e| 是 如 的 一 个 边 子 集 ,ei 的 两 个 端点 为 
zaifi ==1,2,…, 龙 )。 在 台中 除去 边 子 集 E|, 并 分 别 将 ui 与 v; 重 
合 为 一 个 新 的 顶点 uifi - 1,2,… ,上 上), 所 得 图 称 为 G 收缩 FE , 记 
为 局 :FE 6 图 6.11 给 出 了 Petersen 图 G 关于 边 子 集 El = {el,e;， 
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e364s85| 的 一 个 收缩 ,所 得 图 G， El 为 KKs。 


[各 OE 


图 6.11 


定理 6.2.8(Wagner 定理 ) ”一 个 图 为 平面 图 当 且 仅 当 它 的 
任何 子 图 都 不 能 收缩 为 人 :或 K,,;。 


证 明 略 。 
南 些 定理 我 们 即 可 得 Petersen 图 不 是 平面 图 。 
最 后 我 们 介绍 五 色 定 理 的 证 明 。 


定理 6.2.9 每 个 平面 图 的 色 数 不 超过 5。 

证 明 ”只 要 对 简单 图 讨论 即 可 。 我 们 对 平 珈 图 的 顶点 数 pp 进 
行 归纳 。 

当 jp 所 5 时 ,结论 是 显然 成 立 的 。 

钢 归纳 假设 对 顶点 数 为 p - 1 的 平面 图 结论 成 立 , 下 设 G 是 
顶点 数 为 p 的 简单 平面 图 ,我 们 设法 证 明 x(G) 委 5。 

反 证 法 : 设 xX(G) 之 6。 

首先 由 推论 6.2.5 知 6(G) 友 5, 设 vo € V(G),doe(vwo) = 
BtG)o 作 G = G -voc 此 时 GG 是 阶 为 p -1 的 简单 平面 图 ,由 归 
纳 假设 得 , xY(G') 态 5, 如 果 x(G') < 5, 则 只 要 将 第 五 种 频 色 分 
配给 vo, 即 可 得 x(G}) 夸 5, 蔬 盾 , 故 x¥(G') = 56 投 已 给 G 的 项 
点 染 上 五 种 颜色 a1 ,a2,a3,rm410s, 使 G 中 相 邻 顶点 染 以 不 同 的 
颜色 。 
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如 果 defzo)< 5, 则 只 要 将 
五 种 颜色 中 ,在 Ns(vwo) 内 不 出 
现 的 一 种 颜色 分 配给 wo, 就 有 
X(G) 所 5, 艺 盾 。 故 di (vo) = 
5o 设 vo 的 五 个 邻 点 依次 为 1， 
v2r V3 C4 af 网 图 6.12 所 示 )。 
下 分 两 种 情况 。 

情况 一 在 G 中 ,zi,n， 图 6.12 
aayo4yas 所 染 的 颜色 有 相同 
的 , 则 只 要 将 在 1w1;52.v3,w4,v51 中 没有 出 现 的 这 种 颜色 分 配给 
vos 就 有 x(G) 所 5, 矛 盾 。 

情况 二 ”G6 的 所 有 5 染 冯 中 ,v1 ,wo,va,v4,05 所 染 的 颜色 
互 不 相同 。 

不 妨 取 上 的 一 个 5 染 芭 ,使 21,v2,va,v4s vs 所 染 的 颜色 分 
别 为 gj ,azyaasearaso 让 Vi Vs, Va, Vas Vs 为 G 的 色 划 分 。 

现 考 虑 G 的 子 图 G1 = GTYi U Y3s]。 如 果 在 台中 加 
与 5 不 在 同一 个 连通 分 支 中 , 则 可 以 把 G 3 中 含 w 的 这 个 连通 
分 支 内 的 w 和 es 两 种 颜色 互 换 , 而 G 中 其 余 顶点 颜色 不 变 , 就 得 
GQ 的 另 一 个 5 染色 ,此 时 zi 与 ws 同时 染 上 os 这 种 颜色 ,与 该 情 
况 的 假设 矛盾 .所 以 vi 与 v; 在 G';.3 的 同一 个 连通 分 支 中 ,于 是 
在 G3 中 存在 一 条 从 | 到 ;的 路 , 记 为 Plwi,vi}( 见 图 6.12)。 

同样 考虑 子 图 G 54 = 6G [TV U Va], 首 G'z,a 中 存在 从 v2 
到 vw 的 路 六 (ua ,wa)。 

从 这 二 条 路 PLal,aa)y 和 Ptv ,va) 的 构造 可 知 ,P(wi.v;) 
与 Ptwvz ,vs) 不 相交 ( 即 元 公共 顶点 )。 

但 在 台中 ,回路 C= wouP(v,va)jvivo 将 vw; 与 vw 分隔 在 
两 个 不 同 的 区 域内 ,而 怠 是 平面 图 ,所 以 路 P(va ws) 必然 和 C 相 
交 于 某 个 顶点 由 于 VCPlv2,va)) 和 YIG 一 v6), 因此 PUva， 
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v4) 与 Ptwi,w3) 相交 于 一 个 顶点 ,矛盾 。 证 毕 。 

虽然 四 鱼 猜 想 已 借助 于 计算 机 而 获得 证 明 , 但 并 不 是 说 所 有 
有 美 平面 图 的 全 点 染色 问题 都 得 以 解决 了 ,所 存 的 问题 还 很 多 。 如 
无 需 借 助 于 计算 来 证 明 四 色 定 理 仍然 是 一 个 未 获 解 决 的 问题 ; 什 
么 样 的 地 图 只 需 三 种 颜色 就 可 以 区 分 相 邻 的 地 区 ,我们 现在 还 不 
能 回答 这 个 问题 ;再 一 个 问题 就 是 至 今 没 有 找到 一 个 好 的 办 法 来 
确定 图 的 色 数 。 所 以 图 的 顶点 染色 问题 仍 是 图 论 中 一 个 重要 的 .有 
价值 的 研究 领域 。 

最 后 讨论 非 平面 图 的 平面 分 解 问题 。 

一 个 非 平 面 图 是 不 能 嵌 人 在 一 个 平面 上 的 ,但 它们 可 分 成 若 
干 个 子 图 ,分 别 可 骸 人 在 一 些 平 耐 上。 若 G 可 表示 为 若干 个 平面 
图 的 并 图 , 称 这 种 平面 图 的 最 小 数 为 G 的 厚度 , 记 为 98(G), 于 是 0 
= 1 当 且 仅 当 G 是 平面 图 。 

易 见 ,研究 一 个 非 平 图 的 厚度 是 有 实际 意义 的 。 例 如 在 设计 一 
个 印刷 电路 时 ,需要 把 设计 好 的 电网 络 在 平面 上 实现 ,6 如果 不 能 在 
一 块 印刷 板 上 实现 , 则 至 少 需要 元 块 印刷 电路 板 来 实现 呢 ? 

然而 ,不幸 的 是 ,关于 非 平面 图 的 厚度 问题 是 一 个 比较 复杂 的 
问题 ,至 今 为 止 , 一 个 任意 非 平面 图 的 厚度 是 一 个 难于 确定 的 问题 。 

对 于 一 些 特殊 的 图 , 它们 的 摩 度 已 确定 。 例 如 ,9(Kr) = 


[2 户 夭 9,10, 又 如 ,BCK op) = | |.0( Ko) = 3, 


9(Kio) = 3 等 等 。 

关于 厚度 ,有 如 下 平凡 的 下 界 。 

定理 6.2.10 设 G 是 具有 围 长 g 的 一 个 非 平面 图 , 则 

;)(g -2 
(0) > [es -3] 

其 中 [六 ] 表示 不 小 于 mm 的 最 小 整数 (gy 之 3)。 

证 明 ” 因 G 旦 非 平 面 图 ,g 守 3, 因 此 ,对 于 任 一 平面 图 ,由 扒 
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论 6.2.4 得 
号 一 


即 
q(G) (pg 一 2) 
0< plG) 2) <1 
这 意味 着 定理 成 立 。 证 毕 。 


最 后 介绍 交叉 数 概念 ,要 把 一 个 非 平面 图 G 画 在 一 个 平面 
上 ,一 定 会 有 一 些 边 ,路 端 点 外 可 能 还 有 公共 点 即 有 一 些 也 会 出 现 
交叉 ,最 小 交叉 的 数目 称 为 G 的 交叉 数 。 

到 月 前 为 止 ,只 有 少数 非 平面 的 交叉 数 被 确定 。 对 任何 一 个 
图 ,自前 还 设 有 一 个 公式 给 出 交叉 数 ,也 设 有 给 出 厚度 和 交叉 数 之 
间 的 关系 。 


6.3 ”这 染色 


本 节 所 讨论 的 图 仅 限于 无 环 图 。 

定义 6.3.1 无 环 图 G 的 一 个 kp 边 正常 染色 是 指 & 种 颜色 1， 
2,… ,大 ,对 于 G 的 各 边 的 一 个 分 配 ,使 得 相 邻 的 两 条 边 染 以 不 同 
的 颜色 。 若 G 有 上 关 边 正常 染色 , 则 称 G 是 边 可 染色 的 ,G 的 边 色 
数 是 指 G 为 & 边 可 染色 的 最 小 值 &, 记 为 x (G)。 若 x(G) = 太 ， 
则 称 G 是 二 边 色 的 。 
”例如 ,图 6.13 中 的 图 Go 是 4 边 可 染 
色 的 ,其 中 a ,g 染 第 一 色 ,5 .4 染 第 二 
色 ,c .e 染 第 三 色 ,d 、f 染 第 四 色 。, 可 以 验 
证 Go 不 存在 3 边 正常 染色 , 故 x'(Go) 
= 45 

从 定义 可 见 , 对 任何 自然 数 上 ,只 要 
XY (G) 声 训 ,G 是 上 边 可 染色 的 。 又 著 号 
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的 最 大 度 为 A, 则 必须 有 Y (1G) 疡 Ao 从 唤 6.13 的 Go 可 知 , 这 个 
等 式 多 许 出 现 等 号 ,又 在 该 国 G4 中 去 掉 一 边关 ,容易 验证 x {GG 
-有 =4: 而 Ah) =3: 最 YAKG) 也 可 以 省 现 严 格 
不 等 式 。 下 面 我 们 将 证 明 对 于 二 分 图 G, 有 (GG) = A(G)。 为 了 
证 明 此 结论 ,我 们 先 讨论 G 的 一 个 & 边 正常 染色 与 对 集 之 间 的 关 

设 (2 有 一 个 上 ph 置 上 ;为 G 中 所 有 染 以 第 i; 种 颜色 
的 边 的 全 体 , 则 PP ,Ei 是 GG 的 上 个 边 不 相交 的 对 集 ,并 玉 

E(G)= EU i “UE 

因而 天 ,五 ,和 是 ECCG) 的 一 个 则 分- 即 GG 的 一 个 & 边 正常 染 
色 可 以 看 作 是 把 E(G) 划分 为 个 互 不 相交 的 对 集 FE) ,天 ，…， 
E(tE, 可 以 是 空 集 )。 

反之 ， 各 的 边 集 E((0) 可 以 划分 为 个 互 不 相交 的 对 集 
1 局 ,Ei , 则 只 要 把 到 ; 中 的 边 染 上 第 i 色 . 就 能 得 到 6 的 一 
个 上 这 工 生 于 全 因而 下 面 我 们 直接 用 = (El ,Es,…, Ei) 表示 
侣 的 一 个 区 边 正常 染色 ,其 中 天 ), 亡 ;,… ,EE 是 ECG) 的 一 个 对 集 
划分 。 

ae 要 证 明 二 分 图 G 的 边 色 数 
为 ACG) ,就 只 要 证 明 二 分 图 局 的 边 集 E{G) 可 以 划分 为 A(G) 个 
有 全 相交 的 加 人 

定理 6.3.1 二 分 图 G = (YiEE) 的 边 色 数 x (G3) = 
ArG), 

证 明 不 妨 设 |X1 芝 | | ,首先 在 中 加 上 |X|- | YY| 个 新 项 
点 ,将 了 扩充 为 Y* ,使 | 闪 ;= |Y' 16 记 G1 = (X,Y ;EE)。 青 在 
Ai 中 ,依次 将 习 中 度数 最 小 的 硕 点 与 Y" 中 度数 最 小 的 顶点 加 一 
条 新 过 ,直到 六 和 YY" 中 备 点 的 麻 为 A(G) 为 止 ,这 样 得 到 一 个 全 
GG 的 A(G) 正 旭 二 分 图 GG*《G" 可 以 不 是 简单 图 ), 图 5.14 给 出 一 
个 图 鲍 , 虚 线 表示 新 增加 的 边 。 
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图 6.14 


应 用 习题 5.15,G" 中 有 A(G*) = A(G) 个 完美 对 集 Mi， 
M2 ,…,， Maiw): 使 
E(G)= MU MU UU Ma 
取 EE = ECG)N M;,i = 11.2,.…,A(G), 则 Ei,E2,…,Eac) 是 
E(G) 的 一 个 对 集 划 分 。 故 x(G) 很 A(G), 因而 有 x (G) = 
A(G), 证 毕 。 
对 于 非 二 分 图 G 来 说 ,x (G) = A(G) 就 未 必 成 立 。 如 图 
6.13 所 示 的 Go,x (Go 一 hh) = 4>A(Go—h) = 3oVizing(1964 
年 ) 和 Cupta(1966 年 ) 各 自 独 立地 得 出 一 个 重要 的 结论 : 
定理 6.3.2 若是 简单 图 , 则 
A(G} SE Xx'(G) SA(G)+I1 
证 明 ”我 们 只 要 证 明 x (G) 所 A(G)+1。 
对 边 数 4(G) 进行 归纳 。 
当 gq(G) =0 时 ,G 为 空 图 ,显然 有 X(G) 委 ACG)+1。 设 对 
于 任何 一 个 具有 gtG) -1 条 边 的 简单 图 Gy,x (G1) 所 A(G1) + 
1 成 立 。 取 el = xy1 € E(G), 于 是 
XG- aA) EAG-~- a) +t+1l 人 AG)+1 
因此 可 以 假设 G - xy 已 经 有 了 一 个 A(G)+1 边 正常 染色 揣 , 亦 
即 图 G 中 除 边 xyi 外 一 切 其 余 的 边 都 已 用 A(G) + 1 种 颜色 11 ,2， 
…,A(G) + 1| 正常 染色 ,以 下 将 通过 对 边 的 染色 进行 调整 最 后 能 
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得 到 整个 图 G 的 一 个 A(G) + 1 边 正 常 染 色 。 

我 们 约定 如 果 与 顶点 w 关联 的 边 均 未 染 某 种 颜色 加 ,就 称 项 
点 缺少 和 考虑 前 述 的 图 G 中 除 边 zyi 外 一 切 其 余 的 边 的 A(tG) 
+ 1 边 正常 染色 外。 因 G 的 最 大 度 为 A(G ) ,因此 它 的 每 个 顶点 至 
少 缺少 A( CG) +1 种 颜色 里 的 某 一 种 。 设 缺少 颜色 ;, yi 缺少 颜色 
z1s 现 在 令 与 x 关联 的 闫 色 为 1) 的 那 条 边 为 zyz, 设 缺少 颜色 
1 再 令 与 zx 关联 颜色 为 to 的 那 条 边 为 zy3, 设 yy 缺少 颜色 t,o。 继 
续 进 行 上 面 的 过 程 。 当 选 好 边 rw 时 ,如 图 6.15(a) 那样 。 图 中 边 
zyi 用 虚线 给 出 ,表示 没有 染色 ;顶点 旁边 圈 里 的 数字 为 该 点 缺少 
的 颜色 ; 边 上 的 数字 表示 这 式 边 的 颜色 。 


图 6.15 
在 上 述 过 程 中 可 能 届 到 的 情况 只 有 二 种 : 
(1) 当 排列 到 zyi ,zy2，… ,xvs 时 ,在 与 x 关联 的 边 中 找 不 到 


" 219 ， 


染 有 色 ' 刀 的 边 , 即 顶点 x 缺少 颜色 避 。 这 时 只 要 把 zyi 染 成 颜色 
fTy2 改 染 为 1 ，,… ,ys 改 染 为 to 除 这 上 条 边 外 ,其 余 各 边 颜色 
均 不 动 。 显 然 ,这 就 是 G 的 一 个 A(G) + 工 边 正常 染色 。 

{2) 当 排 列 到 zyvi,zyz，…zw 时 ,前 面 的 某 茶 边 zy 已 梁 了 
颜色 zo 即 = #1,j 区 下。 这 时 先 把 zyi 染 为 与, 把 xyz 改 染 为 
1 改 染 为 5-1, 并 取消 zy 上 的 染色 ,使 xy 成 为 未 染色 
的 边 。 经 过 上 以 调换 后 状况 如 图 6.15(b) 所 示 。 现 在 考虑 由 染 有 颜 
色 ; 及 #, 的 边 构 成 的 集合 的 导出 子 图 入 = H(s,#)s 出 于 坟 中 的 
边 只 有 两 种 颜色 ,所 以 A(H) 声 2, 故 理 的 每 个 连通 分 支 是 回路 或 
路 ,在 Hs ,4) 中 ,由 于 xz 缺少 颜色 s, 但 zy 已 染 上 了 tj 1 = 
故 dp(z)】 = 1 因为 取消 了 xy; 上 的 颜色 :1 = ;所 以 yj 至 少 缺 
少 颜色 1 , 故 dj(y) = 1( 对 应 于 颜色 * 在 w 出 现 的 情况 ) ,或 »v 根 
本 厅 是 图 万 的 顶点 (对 应 于 颜色 S 在 w 不 出 现 的 情形 ) 。w 原来 就 
缺少 颜色 1 ,从 而 同样 有 dp( 交 ) = 1 或 不 是 FH 的 顶点 ,由 此 可 
知 了 ,yw ,ws 不 能 同时 在 H 的 一 个 连通 分 支 内 。 分 别处 理 以 下 两 种 

(i) zw 不 属于 HH(s ,6) 的 同一 分 支 。 如 果 yy 是 HGs ,14) 的 
顶点 ,只 要 把 y; 所 在 的 图 HH 的 连通 分 支 中 各 条 边 的 颜色 ; 与 1, 互 
换 ,v 就 缺少 了 颜色 * ,这 时 zy 染 上 颜色 : 即 可 ;如 果 y; 不 是 H(;， 
1 ) 的 顶点 ,说 明 w 缺少 sts 两 色 , 直 接 把 .zw% 染 上 颜色 ;。 无 论 哪 
一 种 情形 都 得 到 了 G 的 一 个 A(G)+ 1 边 正 常 染色 。 

(1) > ,内 不 属于 Rs 的 同一 分 支 。 这 时 把 ry 次 成 色 亡 ， 
1 分 别 改 染 为 颜色 三 1 ,并 取消 zw 上 的 颜 
色 , 这 时 边 着 色 状 况 如 图 6,15(c) 所 示 。 由 于 上 述 的 颜色 变化 根本 
不 牵涉 颜色 为 六 和 ; 的 边 。 故 这 时 由 颜色 为 和 的 边 导出 的 子 图 
仍然 是 原先 的 子 贸 太 , 所 以 z 与 yi 仍然 不 在 同一 连通 分 支 内 。 若 
ww 是 二 的 顶点 ,在 % 所 在 的 连通 分 支 中 对 调 颜 色 * 与 六 ,使 得 y 
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缺少 颜色 ,这 时 把 xy 染 以 颜色 ;; 若 yw 不 是 HH(s ,1 ) 的 顶点 ,说 
明 和 人 缺少 颜色 : 和 1 ,直接 把 zw 染 上 颜色 : 即 可 。 因 而 G 也 有 一 
个 A(G) + 工 这 的 正常 染色 。 

综 上 所 述 ,可 得 X (G) 所 A(G)+1。 证 毕 。 

定理 6.3.2 实际 上 可 以 推广 到 任何 无 环 图 的 情况 。 若 无 环 图 
G 中 , 任 一 对 顶点 之 间 至 多 有 上 条 过 , 则 

A(G) EX (CG)EA(G)+R 

图 6.16 说 明了 此 上 界 是 最 好 的 可 
能 ,这 时 A(G) = 2&8, 而 ¥(G) = 3k= 
A(G) + ko . 

现在 我 们 对 简单 图 的 点 色 数 和 边 色 
数 作 一 比较 。 略 G 的 最 大 度 为 A(G)。G 
的 点 色 数 yxy{G) 可 以 取 到 1 与 A(G}+1 
之 间 的 每 一 个 数值 ; 而 边 色 数 只 能 取 
A(G) 或 AC(G) + 1 这 黄 个 数 信 ,从 这 一 图 6.16 
点 看 ,对 边 色 数 的 了 解 似乎 更 确 切 些 。 可 
是 另 一 方面 ,布鲁克 斯 定理 告诉 我 们 x(G) = A(G)+1 的 图 只 可 
能 是 奇 回 路 或 完全 图 .而 x 6) = ACGC)+1I 的 图 可 能 是 哪些 图 却 
远 没 有 弄 衫 楚 。 

定义 6.3.2 车 图 局 满足 x (G) = AfC), 则 称 GG 为 第 一 类 
图 ;车 局 满足 x (G) = A(G) + 1, 则 称 G 为 第 二 类 图 。 

由 定理 6.3.1 可 知 二 分 图 是 第 一 类 图 。 


推论 6.3.3 避 是 p 阶 图 ,如 果 g(G) >A(G)| 去 | ,网 作为 


第 二 类 图 。 
证 上 月 ”假设 yx (G) = A(G), 现 给 的 一 个 A(G) 边 正常 染 
色 , 由 边 染 色 与 对 集 之 间 的 关系 可 知 ,G 中 业 以 同一 种 颜色 的 边 


数 最 多 为 | 立 | , 册 
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eG) <x(G) 21)= A(G)|#] 

这 与 给 定 的 条 件 相 矛 秆 。 证 毕 。 
排 课表 是 进化 色 问题 在 实际 应 用 中 一 个 具有 代表 性 的 例子 。 
在 一 一 所 学 校 有 nm 位 教师 zi ,zz，- “Ty 入 个 班级 yl ,v3，…， 

ws 在 明确 教师 r; 需要 给 班级 y 和 pp; 节 课 后 ,要求 制订 一 张 课 时 

尽 可 能 少 的 完善 的 课表 。 这 个 问题 就 称 为 排 课表 问题 。 现 在 利用 过 

染色 理论 来 进行 讨论 。 

先 构 造 一 个 二 分 图 @G = (X,Y;E),X = {ziyzayzol， 
= |y1 i } ,顶点 Tt， 和 入 有 pi 条 过 连 接着 。 根 据 实 际 情 

况 ,可 假设 在 任何 一 个 课时 里 ,一 位 教师 只 能 给 一 个 班级 上 课 ,并 

县 每 个 班级 也 最 多 由 一 位 教师 上 课 。 所 以 关于 一 个 课时 的 教学 时 

向 表 对 应 于 图 G 中 的 一 个 对 集 。 反 之 ,G 的 一 个 对 集 对 应 于 在 一 

个 课时 星 若干 教师 到 若干 班级 去 上 课 的 一 种 可 能 分 配 。 欠 此 排 课 

表 问 题 就 是 把 ECG) 划分 为 若干 个 对 集 ,而 使 对 集 个 数 尽 可 能 地 

少 ,或 等 价 地 ,把 避 的 边 用 尽 可 能 少 的 颜色 去 正常 染色 。 由 于 心 是 

二 分 图 ,从 定理 6.3.1 可 知 Y《G) = A(G). 因 此 车 没有 教师 多 于 

户 节 课 ,也 没有 班级 上 课 节 数 多 于 p, 则 教学 要 求 可 用 一 张 p 课时 

的 课表 安排 出 来 。 其 安排 方法 可 利用 定理 6.3.1 的 证 明 过 程 , 作 出 

相应 二 分 图 的 pl(p 之 A(G)) 个 边 不 相交 的 对 集 。 于 是 排 课表 问题 

就 有 了 完善 的 解决 。 

以 上 所 考虑 的 问题 中 有 几 个 教案 可 供 使 用 是 没有 限制 的 ,假定 可 

供 上 课 的 教室 数 给 定 , 那 以 要 安排 一 张 完善 的 课表 需 多 消 课时 呢 ? 
假定 总 共有 9 节 课 {a = Zp,), 安排 在 一 张 t 课时 的 课表 

里 , 则 明显 地 在 每 一 课时 里 要 平均 开 出 g/t 节 课 。 即 首 革 一 课时 

里 ,必需 要 用 [g/t1(fx| 表示 不 小 于 这 的 最 小 整数 ) 个 教室 ,为 此 

先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 6.3.4 设 M 和 NN 是 的 两 个 不 相交 的 对 集 ,| M| > 
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IN|。 则 存在 不 相交 的 对 集 M 和 六 ,使 1M = |M|-1,， 
IN = |N|I+1, 并 EM UN =MUN。 

证 明 作 G = G[MU Nj], 由 于 MM 和 N 是 G 的 两 个 不 相 
交 的 对 集 ,G” 中 每 一 个 项 点 的 度 为 1 或 2。 所 以 G 中 的 每 个 连通 
分 支 或 者 是 其 边 在 M 和 NN 中 交替 出 现 的 长 为 偶数 的 回路 ,或 者 是 
其 边 在 M 和 NN 中 交替 出 现 的 路 。 由 于 | Mi > 1N| ,所 以 G' 中 必 
有 一 个 连通 分 支 是 一 条 路 也 , 且 这 条 路 始 于 M 的 边 也 终止 于 M 的 
边 。 设 为 

P = Woer we Va" ener U2p+! 


则 fer, eas ,ezky1 1 M, 和 ee I Ns, 仿 


M = 《Meiea et) U {ezsers ”ezr} 

N’ = (CN -|eaeseat)U lersess'''s earri| 
则 M' 与 N 是 G 中 两 个 不 相交 的 对 集 , 并 且 IM’1= -M1|-1， 
[INT= NI+LM UN = MUN, 证 毕 。 


该 引 理 的 证 明 过 程 可 参见 图 6.17。 


> 
~ 


图 6.17 


定理 6.3.5 车 G 是 二 分 图 ,1 之 A(G)。 则 存在 i 个 互 不 相交 
的 对 集 Mi , MM; ,…, IM, ,使 得 
E{G) 三 Mi 出 AT> U 四 U M, 
并 且 对 每 个 1 帮 i 扎 1, 有 
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[ofGC)A 委 | Mi 委 19tG)A 
证 明 是 二 分 图 ,由 定理 6.3.1 的 证 明 可 知 ,G 中 存在 
ALG) 个 互 不 相交 的 对 集 MT MD，M wecyas 所 以 对 任意 之 
A(G},G 中 存在 t 个 互 不 相交 的 对 集 Mi Ad AM (对 i> 
A(G),M', 可 以 取 空 集 ) ,使 . 
ECG) = RM UMD 
在 这 :个 对 集 里 ,可 以 反复 应 用 引 理 6.3.4 对 边 数 相差 大 于 1 
的 两 对 集 进行 调整 。 最 后 可 得 到 G 的 上 个 满足 要 求 的 对 集 Mi ， 
Ma 证 毕 。 
例 1 假设 有 4 位 教师 和 5 个 班级 ,教学 要 求 的 矩阵 PP = 
(pi )axs 如 下 所 示 。 请 设计 -个 可 能 采用 的 4 课时 的 课表 。 
2 0 0 
0 1 
0 1 


P 


1 
1 
1 
1 


一 定之 


Ta 3 | 一: 

作 一 个 教学 要 求 的 和 矩阵 P 所 对 应 的 二 分 图 G( 见 图 
6.18(a))。 由 于 A(G) = 4,E{G) 可 分 解 为 4 个 对 集 { 见 图 
6.18(a)): 细 边 为 Mi ,表示 第 一 课时 ,继续 边 为 M: ,表示 第 二 课 
时 ;波浪 边 为 M:;, 表 示 第 三 课时 ; 粗 边 为 Ms, 表 示 第 下 课时 )。 

一 个 可 能 采用 的 4 课时 的 课表 见 图 6.18(b) 所 示 。 

从 课表 中 我 们 可 以 看 到 在 第 一 课时 需 4 个 教室 ,然而 由 于 
ffG)= 11, 由 定理 6.3.5, 对 于 4 课时 的 课表 来 说 ,可 以 安排 出 每 
一 课时 至 多 占用 111741 = 3 个 教室 的 课表 。 事 实 上 ,因为 | Mi | = 
4, | Ma| = 2, 故 在 GE[ M1 U Ma] 中 有 一 个 连 通 分 支 是 一 条 路 ,这 
条 跟 始 于 Mi 的 边 , 终 止 于 Mi 的 边 , 在 CFA Ma] 中 不 难看 出 
P = yix1Ysira 就 是 其 中 的 一 个 连通 分 支 ( 见 图 6.18(5))。 在 户 中 
把 Mi 与 M; 的 边 互 换 , 即 得 
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G GEAM UMG] 
{a} tb) 


图 6.18 


Mi {zivaszaya zavl ,Me {ry Tays ,TI3y2} 
其 他 两 个 对 集 M; 与 Mi 不 变 , 即 可 得 调整 后 的 (GG) 的 一 个 分 解 
(有 更 图 6.19(a))。 困 此 分 解 可 以 作出 修改 后 的 课表 ( 见 图 
6.19(b)), 在 这 个 课表 中 ,每 一 课时 内 最 多 占用 3 个 教室 。 


x Xa ‘ XI 


XA] V3 134| 一 »; 


| | 
4| I25| |» 


人 (b) 


图 6.19 


6.4 列表 染色 


列表 是 指 多 种 颜色 构成 的 集合 ,一 个 图 G 是 顶点 染色 是 指 
给 G 的 每 个 顶点 x 分 配 -种 颜色 c(z)E 11,2,…,&1 ,使 得 任意 


5 


两 相 邻 的 顶点 分 配 以 不 同 的 颜色 。 现 在 我 们 考 虞 一 个 & 顶点 可 站 
色 的 图 G ,给 它 的 每 个 项 点 zx 分 配 一 个 列表 L(x), 其 中 L(x) 中 
有 上 种 着色 , 邑 |L(z)| = 。 能 符 从 每 个 项 点 的 列表 中 分 配 一 种 
颜色 给 这 个 顶点 ,使 得 任意 两 相 令 的 顶点 分 配 到 不 同 的 颜色 ? 
正面 我 们 给 出 一 个 例子 说 明 这 个 问题 。 如 图 6.13, 设 图 C 是 
一 个 K3.3 二 分 图 ,顶点 集 V， zi zazyralVa 一 91,32 ,31， 
此 图 x¥(G) = 2, 给 出 每 个 顶点 的 列表 L(x;) - 工 (yw) -- 
11,2,3} |i ,i “1,2,3, 从 这 个 给 定 的 列表 中 选 一 种 颜色 给 每 
个 顶点 染色 ,Vi 中 三 个 顶点 至 少 用 2 种 颜色 ,不 妨 设 1 和 2, 这 样 
Vs 中 所 有 点 只 能 染 3, 从 这 个 给 定 的 列表 中 可 看 出 这 种 情形 不 存 
在 。 所 以 我 们 需要 定义 另 一 种 重要 的 色 数 变量 , 即 列 表 着 色 数 。 
定义 6.4.1 给 图 G 的 每 个 顶点 
一 个 列表 上 L(x), 称 是 L 可 染色 的 
是 指 对 每 个 顶点 x € V(G), 都 可 从 
其 对 应 列表 L(tx》 中 找到 一 种 染色 
(xz) E€ LL(2), 使 得 c 是 G 的 一 个 正 
常 的 顶点 染色 。 如 果 每 个 顶点 列表 长 5 . 
度 都 相同 ,此 时 列表 着 色 数 yxy(() 定 ‘2. 引 人 ,33 (12} 
义 为 满足 下 面条 件 的 最 小 的 正 整数 
上 ,使 对 G 的 任 一 顶点 x E V(G), 只 
要 当 |L(z) | 之 时 ,G 都 是 工 可 染色 的 。 
顶点 染色 是 给 每 个 顶点 分 配 一 种 颜色 ,而 列表 染色 是 给 每 个 
顶点 每 分 配 一 个 列表 .从 它们 定义 可 看 出 ,对 任 一 图 四 都 有 Xi (人 CD) 
宇 X(G), 上 面 的 例子 有 x:({G) 之 3, 但 xX(G) = 2 事实 上 ,对 任 一 
给 定数 天 实 2, 我 们 都 可 以 构造 ”个 二 分 图 G, 使 XxX:(G) > 大 ,从 而 
看 出 xX,{G) 与 xX(G) 可 相差 很 大 。 另 一 方面 ,类 似 于 x(G), 辐 样 
有 Xx:(G) 声 A(G) + 1。 例 如 完全 图 K, ,x1(K,) 之 XxX(K,) = nn， 
A(K,) = a 1x(K)EA(K)+TI = uP A(K,)= n= 
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12.31 【1 .34 | 
Si 加 和 


图 6.20 


XCK,)。 

列表 染色 是 一 个 很 困难 的 问题 ,我们 仅 对 平面 图 作 一 些 讨论 。 
从 6.2 节 知道 每 个 平面 图 都 是 5 顶 色 可 染色 的 , 踊 五 色 定理 ,对 于 
平面 图 的 列表 染色 ,我 们 有 柏 似 的 结论 。 为 了 给 出 这 个 结论 , 先 给 
出 一 个 近 三 角 平 面 。 称 一 个 平面 图 是 近 三 角 的 是 指 该 平面 图 的 外 
面 是 一 个 团 , 所 有 内 面 都 是 三 角形 。 如 图 6.21(a} 是 一 个 近 三 角 平 
面 图 ,而 图 6.21(b) 不 是 近 三 角 平 面 图 。 


(ay (bY 


图 4.21 


zit2p2krly 对 每 个 顶点 和 YIG) ,都 有 一 个 列表 L(.c) ,并 且 
满足 (zi = jza) = 人 |(zr) 芝 3 = 3 对 
yzrEyfC-C 有 |L(z)| 产生 证明 如 是 工 可 染色 的 。 

证 明 ”对 G 的 顶点 用 归纳 法 , 当 |G|= 3 时 显然 成 立 。 假 设 
1G|> 3 时 ,对 所 有 顶点 数 小 于 i G | 的 图 结论 均 成 立 。 下 面 考察 图 
G ,给 图 G 的 每 个 顶点 x 一 个 满足 条 件 的 列表 L(x), 我 们 分 两 种 
情况 加 以 讨论 。 

1” 假设 G 含有 C 的 “对 角 线 "zkr ,2 所 j 和 -2, 即 zr E 
E(G)。 对 于 图 zeryz2… zyrs 及 其 内 部 利用 归纳 假设 ,此 图 是 上 可 
染色 的 ,在 这 个 工 可 染色 中 ,zs 程 x 的 染色 选 定 , 且 染 不 同 的 颜 
色 , 再 考察 圈 zurir ii…zi_ixr 及 其 内 部 , 知 其 是 上 可 染色 的 ,从 
而 是 上 可 染色 的 。 
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2” G 不 含有 边 .zerzi,2 委 ) 委 不 一 
2, 设 与 Th 相 邻 的 点 为 1 ,1 y21 5 
和 Tl oTeTi-t YL EY Ys TAI 是 平 
面 图 G 的 内 面 , 设 a,6b 是 Ltx) 中 异 于 
1 的 两 种 颜色 or 和 [v1,… ,Yj。 设 
L(xz) = Lilr),L(y) = L(y) — 
lab 和 i 和 DG =G-xzG 的 图 6.22 
外 图 是 za Ty Yl 利用 归 
纳 假设 和 G“ 是 “可 染色 的 ,将 G 的 二 可 染色 扩充 到 GG, 只 要 给 
x 染 a 或 5 使 x 与 zs_1 染 不 同 颜色 ,这 样 G 就 是 L 可 染色 的 。 

从 定理 5.4.1, 可 看 出 任 一 平面 图 x(G) 所 5。Voigt 等 人 又 和 构 
造 出 这 样 的 平面 图 x 答 好 为 5。 从 这 个 意义 上 说 ,定理 和 .4.1 比 五 
色 定 理 的 结论 要 强 。 


6.5 圆 染 色 和 圆 色 数 


考虑 设计 一 个 十 字 路 口 的 交通 信号 控制 系统 。 分 配给 每 个 交 
通 流 一 个 时 间 段 ,在 此 时 间 段 它 可 通行 , 即 绿灯 亮 -一 个 完整 的 交 
通信 导 周 期 是 指使 每 个 交通 流 都 轮 到 一 次 绿 籽 的 一 级 时 间 。 我 们 
需要 设计 一 个 红绿灯 周期 ,使 这 个 周期 能 永远 被 重复 下 去 , 设 每 个 
绿灯 时 间 段 是 一 个 单位 长 度 , 我 们 的 目标 是 使 一 个 完整 的 交通 信 
号 周期 的 长 度 最 小 。 

现在 我 们 把 这 一 问题 转化 成 一 个 图 论 问题 ,图 G 的 每 个 顶点 
表示 一 个 交通 流 。 如 果 两 个 交通 流 有 交织 , 则 相应 的 两 顶点 连 一 条 
边 。 很 自然 ,要 解决 这 个 交通 信和 号 控制 问题 ,实际 上 就 是 寻找 对 应 
G 的 点 色 数 问题 , 即 把 图 G 的 顶点 分 成 个 数 最 少 的 独立 集 , 给 
每 个 独立 集 一 个 绿灯 时 间 段 ,使 不 同 的 独立 集 对 应 不 同 的 绿灯 时 
间 段 ,这 个 完整 交通 周期 长 度 就 等 于 图 G 的 点 色 数 XtG)。 
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然而 ,我 们 将 看 到 这 个 方法 没有 提供 最 优 的 解决 方案 。 我 们 把 
一 个 完整 的 交通 信号 周期 看 成 一 个 圆 C ,每 个 项 点 ( 即 每 个 交通 
流 ) 分 配给 一 个 单位 长 度 的 时 间 段 (这 个 时 间 自 表示 此 交通 流 轮 
到 一 次 绿灯 }。 两 个 相 邻 的 顶点 在 C 上 分 配给 不 相交 的 时 间 跋 。 我 
们 的 目标 是 使 圆 C 的 总 长 度 最 小 ,这 就 导出 了 图 的 圆 染 色 和 贺 色 
数 的 概念 。 . 

定义 6.,5.1 设 上 是 殉 氏 长 度 为 > 的 贺 , 一 个 加 G 的 x 圆 染 
色 基 指 存在 一 个 映射 c,G 的 每 个 项 点 z 都 分 配给 贺 上 一 个 单位 长 
度 开 弧 c(xz}), 使 得 对 和 rv EE EG), 有 clz) 们 clvy) = 络 。 如 果 
图 G 存在 一 个 7 区 染色 , 称 此 图 是 > 图 可 染色 的 .图 咏 的 圆 色 数 定 
义 如 下 : 

XA(G) = infir:G 是 7 图 可 染色 的 |。 

很 显然 ,如 果 x.(G) = +, 那么 对 任意 x 之 r,G 一 定 是 x" 
可 染色 的 。 同 样 对 任 一 子 图 良和 G, 有 x.(H) 所 x.(G)。 

我 们 把 男 C 在任 一 点 处 切 开 ,得 到 一 长 度 为 = 的 区 间 。 记 此 区 
同 为 [0,r), 对 于 C 上 每 一 段 弧 (zx), 记 c (x) 是 c(x) 初始 点 ， 
cx) 沿 顾 时 针 方 向 ,ec 是 从 V{G) 到 [0,r) 上 的 一 个 映射 ,对 
yxy EE(G), 有 1 和 |e (rz) 一 oc(y)| 达 rr 一 1, 上 述 这 个 过 程 是 
可 逆 的 .因此 ,G 有 一 个 > 圆 可 染色 对 应 有 一 个 映射 : 了 一 [0， 
,对 VYxy€E EC(G), 有 1 所 | (rz) -ceo 和 -1。 

下 询 我 们 定义 一 个 7 区间 米 色 , 对 G 的 每 个 顶点 x ,分 配 一 个 
单位 长 度 的 开 子 区 间 g{z) CC [0,7) ,使 得 G 的 任意 两 相 邻 顶点 
对 应 子 区 间 不 相交 。G 的 点 色 数 x(G) 等 于 G 存在 r 区 同和 染色 中 
最 小 的 r ,同样 避 的 一 个 + 区 闻 数 色 对 应 -映射 f,f: V(G) 一 [0， 
中 ,对 Yry € E(G) 和 17(z) 了 J(y)| 志 一 1, 更 进一步 对 
Yr EE VG),f(zr) 和 rr-1, 因 此 忆 的 r 区 间 染 色 对 应 G 的 一 个 
r 圆 染 色 . 另 一 方面 对 于 的 任 一 r 加 染色 ce’; V(G) ->10,7), 设 
3 = max ce (xr),r EE VIG)| ,ec 可 以 看 成 G 的 一 个 (s +1) 一 区 
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间 染 色 , 且 s < r, 所 以 有 下 面 的 结论 。 

定理 6.5.1 对 于 图 G 有 x(G)--1< xt(tG) 志 X(t0) 

定理 6.5.1 告诉 我 们 x.(G) 包含 比 x(G) 更 多 的 信息 ,如 果 
我 们 知道 图 G 的 六, 则 xf(G) = fx.|; 另 外 ,两 个 图 虽然 具有 相同 
的 点 色 数 x ,但 圆 色 数 可 以 不 同 , y. 与 x 相差 不 大 ,x 是 X 的 一 个 
提炼 ,而 x 是 X. 的 一 个 近似 。 

下 面 给 出 圆 色 数 的 另 一 等 价 定义 ,这 对 计算 x. 用 续 。 

定义 6.5.2 ”对 于 两 整数 1 声 4 过 有 ,图 避 的 一 个 (上 ,d) 染 
色 是 指 给 图 G 的 每 个 顶点 x -映射 c:V(G) > 10 1, 下 一 工 ， 
使 得 对 YYxy€ ECG) 有 dd 所 |c(x) -cly) | 二 上 一 d, 加 色 数 x。 
定义 为 : 

XC) = inffE/a :存在 G 的 一 个 (4,d) 染色 1 
对 于 整数 ,图 GG 的 一 个 (4 ,1) 染色 就 是 图 G6 的 一 个 上 染色 ， 

假设 < 是 G 的 一 个 (£.d) 染色 。 设 一 :VCG) -> 10,k/d) 且 
ce (zx) = clr)/d ,对 YryE E(OY,IE |e (rx) cy)| 所 和 
一 141, 因此,G 的 一 人 (kd) 染色 对 应 如 的 一 个 kAd 圆 染 色 , 另 一 方 
面 ,可 验证 如 困 c 是 G 的 一 个 /ed 圆 染 色 , 则 映射 c 就 是 G 的 一 
个 (kd) 染色 ,其 中 cz) = [c (x)a], 因 此 定义 6.5.2 鞭 于 贺 染 
色 及 贺 色 数 的 定义 与 定义 6.5.1 是 等 价 的 。 

例 1 求 Cs; 的 圆 色 数 。 

证 明 ”用 [a,4] 家 示 加 上 从 4 沿 版 时 针 方 向 到 4 这 一 弧 上 点 
的 集合 ,用 | [a ,5]| 青 东 该 弧 的 长 度 , 陨 距离 是 指 在 圆 上 两 点 之 间 
较 短 的 那 段 弧 的 长 度 。 

邻 Cs = wrvavav4vss: 设 CC 是 一 个 周 长 为 5 从 的 圆周 ,定义 <: 
VtCs) 一 10,572), 其 中 (wi) = 0icfaa) = ,elvw) = 2,c(u) 
= 172,c(vs) = 3 忆 , 不 难 验证 任意 两 相 邻 顶点 的 象 的 圆 距 离 不 小 
于 1 ,所 以 x(Cs) 委 572。 
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下 面 我 们 来 证 明 x.(Cs) 之 5 信 , 车 不 然 , 设 x.(Cs) = 了 二 5 
今 CC 是 一 个 周 长 为 r 的 贺 则 , 设 c:V(C;)~>[0,7), 是 一 个 映射 满 
足 任意 两 相 邻 顶点 的 象 和 的 圆 路 离 不 小 于 1。 不 失 一 般 件 ,c(w]) = 
0,ctv) = ii 二 2,3,4,5o 易 见 ry,xs EE [1,r ~ 1] ,不妨 设 zz 
之 rj; 显然 ty 一 Ts < 112 ,因为 mas 后 E(Cs) ,wavs E E(Cs), 
国 此 有 ra,zr4:E[zrs+lir-1lUIzrs+lz-ll= [xs+1,x2 
1] 而 |[lxs+1,xz2-11|=7r-2+ xz- xs<<1 牙 盾 ,所 以 
XCs) = SA2e 


习 题 六 


6.1 证 明 :对 任何 图 侣 ,xtG) 翁 1+ mm(G),m(G) 表 示 GG 的 最 


长 路 的 长 度 。 
6.2 ”证明 :对 任何 图 G7 都 色 含 长 为 XG) 一 1 的 路 。 
G 
6.3 设 GG 是 连通 图 ,证 明 oO 人  ) 等 和 成 立 当 且 仅 当 
GG 为 完全 图 ; 
6.4 证明: 一 个 无 环 图 G 的 色 数 是 2 当 且 仅 当 G 是 至 少 有 一 条 
边 的 二 分 图 . 
6.5 ”证明 : 若 局 的 任何 两 个 柯 回 路 都 有 一 个 公共 顶点 , 则 Y{G) 
5 
一 了 所 2 
2 开 ， 风 了 产 » 之 已 
6.6 证 明 :车 口 是 户 阶 简单 图 , 则 x(C) Fe {p> 3) 


6.7 对 每 一 个 jp 阶 疾 已, 证明 
zo < x(0)RERp- PlcG)+1, 
6.8 若 忆 是 至 少 有 4 个 顶点 的 简单 平面 图 ,81G) 污 1。 证 明 避 至 


少 有 3 个 顶点 的 度 不 超过 5， 
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6.9 设 G 是 简单 平西 用 ,p(G) 扫 11。 证 明 8(G). 扫 4。 

6.10 设 避 是 有 tw 个 连通 分 支 的 记 阶 简单 平面 图 。 证 明 pp-alG) 
+ pg(G)= w+1o 

6.11 每 个 面 的 度 都 是 3 的 平面 图 称 为 乎 面 三 角 剂 分 图 。 设 避 是 
户 妆 3 的 简 半 平面 图 .证明 下 列 三 个 命题 等 价 ; 
(1) G 是 平面 三 角 训 分 图 ; 
{2) og(G) = 3p(G)— 6; 
(3) ofG) = 2p(G) -4, 

6.12 ”利用 定理 6.2.10 确定 Petersen 图 的 厚度 。 
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7 网 络 选 址 问题 


所 请 网 络 选 址 问题 ,是 在 指定 网 络 图 上 ,根据 所 要 求 的 某 些 指 
标 , 选 择 最 满意 的 场 址 。 圆 络 选 址 是 网 络 理论 的 重要 内 容 之 一 。 人 
们 在 规划 和 设计 商业 中 心 .自来水 厂 、 污 水 处 理 厂 ,消防 站 ,医院 、 
飞机 场 、 停 车场 .仓库 等 时 候 , 常 常会 遇 到 网 络 选 址 问题 。 


7.1 基本 梳 念 


网 络 图 是 由 弧 ( 和 包括 元 向 弧 , 有 向 骤 } 和 项 点 构成 的 ,为 了 措 
述 不 辣 类 型 的 网 络 选 址 问题 , 斋 要 引入 网 络 图 的 各 种 旧 离 形式 。 

定义 7,1.1 ”顶点 到 顶点 的 距 高 

网 络 图 中 项 点 i 至 顶点 1 的 最 短路 长 度 , 称 为 该 网 络 图 顶点 i; 
到 顶点 7 的 距离 , 记 为 di。 

对 于 棋盘 式 结构 的 网 络 图 , 设 顶点 i 和 7 的 坐标 分 别 为 (x;， 
yy ) 和 (x ,yw ) , 则 两 顶点 间 的 距离 可 表示 为 : 

dy = | z+ |y— | : (1.1) 
式 中 ,dj 表示 网 络 图 中 顶点 i 至 顶点 j 的 距离 。 

定义 7.1.2 ”顶点 到 绝 的 中 高 

在 网 络 图 中 ,从 优点 ; 到 弧 (r,s) 中 距离 项 点 i 最 远 的 一 点 处 
的 距离 , 称 六 顶点 i 到 纺 (y,:) 的 距离 , 记 为 d{i,(r,s)}。 

令 di;, 和 wi 分别 表示 顶点 i 到 顶点 > 和 的 最 短 距 离 ,d (yr,;s) 
表示 又 4r,s) 的 长 度 , 则 当 弧 {7 ,s) 为 无 向 强 时 ,顶点 i 到 弧 (r,s) 
的 距离 为 : 

，233 ， 


d(i,(r,s)) = dt dt de) (1.2) 


如 果 强 (r,s) 上 有 距 顶 点 i 最 远 的 点 在 张 的 内 部 ,可 以 证 明 从 项 点 i 
到 该 点 至 少 有 2 条 最 短路 ,一 条 经 过 顶点 + , 筋 一 条 经 过 顶点 *。 

而 当 弧 (x,s) 为 有 向 强 时 ,顶点 i 到 弧 (7x ,s) 的 距离 为 ; 

dli,(r,s)) = di; + d(r,s) (1.3) 

并 且 弧 (r,s) 上 次 顶点 i 最 远 的 一 点 ,或 者 是 项 点 ;或 者 在 驱 (>， 
5) 上 无 限 接 近 顶 点 *。 

定义 7.1.3 ”点 到 顶点 的 距离 

为 了 表示 跌 (r,s) 上 的 点 ,我 们 用 该 点 与 驱 顶点 > 的 距离 来 
描述 ,将 弧 (r,s) 上 距 顶 上 显 y 为 .atr,s) 的 点 称 为 弧 (r,s) 上 的 
厂 - 点 ,其 中 0 委 了 委 1 

在 网 络 图 中 , 纺 (r,s) 上 的 了 -点 到 顶点 i 的 最 短路 长 度 , 称 
为 点 到 顶点 距离 , 记 为 d( f(r,:s),i)。 


当 (r,*) 是 无 向 弧 时 
dtflrss) yi) = mintr dlr,s) +t distl — Pd(r,s} + ds! 
. (1.4) 
而 当 (7z,s) 是 有 向 弛 时 
dlflr,s)i2} = tl- A dlr,s)+ ds (1.5) 


定义 7.1.4 ”点 到 骂 的 距离 

在 网 络 图 中 , 弧 (r,s) 上 的 了 ~ 点 到 弧 (:,x) 上 点 的 最 大 距 
离 , 称 为 点 到 绝 的 距离 (具体 地 说 ,是 强 (r,s) 上 的 了 -点 到 弧 (t， 
a) 的 距离 ), 记 为 d(f(r,s),(t,u))s 

类 似 于 定义 7.1.3 的 距离 公式 , 当 弧 (rs) 是 无 向 的 且 (r,y) 
天 《za ) 


a{flir,s)(t,u)) 
= minlf : d(r,s} + d{r, (tu)), (1 fdlr,s) 
+ dlstr, nu))! {1.6) 
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式 中 dr.(t,u)) 和 4d(s,(z ,a)) 由 式 (1.2) 或 式 (1.3) 计算 , 具 
体 视 驱 (z ,wu) 为 有 向 或 无 向 而 定 。 
当 弧 (r,s) 是 有 向 的 自 (r,s) 天 (ta) 
d{ flrss) ru)) = (1 fad(lr,ss) + d(s,(t, nu)) 
(1.7} 
特别 地 , 妞 困 {7,s) 与 (1 ,4) 是 网 一 条 弧 , 即 {r,s)y = (1 ,4u) 
时 ,d(f(r,s),(r,s)) 在 无 向 弧 时 ,表示 绒 (r,s) 上 的 了 -点 到 红 
(r,s) 上 点 的 最 大 距离 ;在 有 向 弧 时 ,表示 包含 (r,s) 上 了 ~ 点 的 
最 短 t 有 向 ) 图 的 长 度 。 

在 给 击 了 各 种 网 络 上 距离 后 ,我 们 来 对 网 络 选 址 向 题 进行 分 类 。 
根据 选 址 的 判 据 (或 目标 函数 ) ,可 以 将 选 址 问题 分 为 中 心 点 问题 
和 中 位 点 问题 。 

其 中 目标 函数 为 “使 最 大 距离 达到 最 小 ”的 选 址 问题 , 称 为 中 
心 点 问题 。 通 党 消防 站 .医院 .自来水 管 网 的 测 压 点 等 ,都 采用 这 样 
的 判 据 来 选 址 ,因而 它们 都 属于 中 心 点 向 题 。 

根据 网 络 选 秆 问题 中 所 采用 的 不 同 距 高 形式 ,可 以 将 中 心 点 
(中 位 点 ) 问题 的 解 称 为 中 心 点 (中 位 点 )、 一 般 中 心 点 (中 位 点 )、 
绝对 中 心 点 (中 位 点 ) 和 一 般 绝 对 中 心 点 (中 位 点 )。 

而 目标 阴 数 为 "使 距离 的 总 和 达到 最 小 ”的 选 址 问题 , 称 为 中 
位 点 问题 .通常 邮局 .电话 变换 台 .汽车 站 .商业 中 心 等 ,都 采用 这 
样 的 判 据 来 定位 ,它们 均 属 于 中 位 点 问题 。 

根据 网络 选 址 问题 中 所 采用 的 不 同 距 离 形 式 , 可 以 将 中 心 点 
(中 位 点 ) 问题 的 解 称 为 中 心 点 (中 位 点 ) .一 般 中 心 点 (中 位 点 )、 
绝对 中 心 点 (中 位 点 ) 和 一 般 绝对 中 心 点 [中 位 点 )。 

这 里 需要 说 明 的 是 ,有 些 实际 问题 的 选 址 判 据 为 “使 距离 的 总 和 
达到 最 小 ,例如 城市 的 大 商场 选 址 ,根据 选 址 向 题 的 分 类 , 应 称 为 商 
业 中 位 点 。 由 于 城市 规划 工作 者 习惯 的 原因 , 仍 称 之 为 商业 中 心 点 。 

下 面 两 节 分 别 介 绍 中 心 点 问题 和 中 位 点 问题 的 求解 。 
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7.2 ”中心 点 问题 


本 芒 先 讨论 一 般 鸯 络 中 的 中 心 点 问题 ,然后 讨论 棋盘 形 网 络 
的 中 心 点 间 题 ,一 般 网络 中 的 中 心 点 问题 ,采用 穷 举 法 来 进行 求 
解 ;而 对 棋盘 形 阅 络 的 中 心 点 问题 ,可 以 有 简单 的 求解 方法 。 

一 、 一 般 网 络 的 中 心 点 问题 

1. 中 心 点 的 定义 和 计算 方法 

定义 7.2.1 设 MVV(i) 表示 图 G 中 顶点 i 到 所 有 顶点 的 距 
离 的 最 大 者 , 即 

MYVYV(i) = maxi ds (2.1) 

在 所 有 i 中 (i = 1,2,…,n), 使 MVV(i) 取 最 小 值 的 项 点 xz, 称 为 
留 G 的 中 心 点 。 

定义 7.2.1 用 数学 符号 可 表示 为 

MYV(r) = min maxi ar | {2.2) 

式 中 ,er 表示 网 络 的 顶点 : 到 顶点 j 的 最 短路 距离。 

根据 式 (2.2) ,不 难 确定 出 求 中 心 点 zx 的 步骤 : 

第 1 步 :根据 网 络 图 中 每 条 弧 的 长 度 ( 可 以 是 时 间或 费用 等 ) ， 
计算 慷 中 顶点 到 项 点 的 距离 矩阵 站。 甜 : 
阵 DD 的 第 i 行 第 j 列 的 元 索 为 属 , 它 表示 
顶点 i 到 顶点 j 的 最 短路 长 度 。 

第 2 步 : 求 出 口中 第 i 行 的 最 大 元 素 
MVYV(i) = 人 = 1,2,… ,x)。 这 将 求 出 
顶点 i 到 所 有 其 它 顶 点 的 最 大 耻 离 。 

第 3 步 : 求 出 具有 最 小 MVV(i) 的 
顶点 x ,x 就 是 要 选择 的 中 心虚 。 图 7.1 

例 1 试 求 图 7.1 的 中 心 。 其 中 顶点 的 标号 和 强 的 长 度 示 于 
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图 中 ; 弧 的 编号 及 其 端点 列 于 表 7.1。 
表 7.1 


解 “用 福 劳 德 算法 求 出 顶点 之 间 的 距离 矩阵 为 
0 2 3 3 
p= 402 1 
6 0 3 
3 4 0 
于 是 
MVV(1) = 3， MVV(2) = 4 
MVY{3) = 6， MVV(4) = 5 
所 以 MVV(z) = min13,4,6,31 = 3= MYVY(1)。 因 而 ,顶点 
1 是 图 的 中 心 点 。 从 顶点 1 到 其 他 顶点 距离 最 远 是 3 个 单位 ,而 其 
他 顶点 的 最 远 距 离 都 大 于 3 个 单位 。 
2. 一 般 中 心 的 定义 和 计算 方法 
定义 7.3.2 设 MVA(i) 表示 网 络 图 G 中 顶点 ! 到 所 有 的 弧 
的 距离 的 最 大 者 , 即 
MVA({i) = max[ d (i, (r,s))] {2.3) 
在 所 有 i(i = 1,2,…,n) 中 ,使 MVA(i) 取 最 小 值 的 顶点 zx , 称 为 
网 G 的 一 般 中 心 点 。 
定义 7 了 .2.2 用 数学 符号 可 表示 为 
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MVA(x) = min max id (i, (r,s))| (2.4) 

式 中 d(i,(r,s)) 表示 网 络 图 中 的 顶点 i 到 弧 (r,s) 上 最 远 点 的 
距离 。 

根据 式 (2.4) , 求 一 般 中 心 点 z 的 步 绝 : 

第 1 步 :根据 项 点 和 弧 的 距离 的 定义 ,计算 顶点 到 弧 的 上 距 离 矩 
阵 ,矩阵 刀 - 的 第 i 行 第 7 列 的 元 素 为 d (7 让, 它 表示 了 顶点 i 
到 弧 7 的 最 短路 长 。 

第 2 步 : 求 出 也 中 第 i 行 的 最 大 元 素 MVA(i)(i = 1,2,…， 
za )。 这 一 步 求 出 的 是 顶点 i 到 所 有 骂 的 距离 的 最 大 者 。 

第 3 步 : 求 出 具有 最 小 的 MVA(i) 的 顶点 z,z 就 是 要 选择 的 
一 般 中 心 点 。 

例 2 求 图 7.1 的 图 的 一 般 中 心 。 其 中 弧 的 参数 编号 及 顶点 
的 编号 同上 。 

解 ”根据 上 讽 算出 的 顶点 到 顶点 的 距离 矩阵 DD 和 本 题 给 定 
的 弧 长 ,可 以 计算 出 顶点 到 弧 的 距离 算 阵 D 为 

2 3 3 3 3.5 5 


因此 
MVA(1) = 5, MVA(2) = 7 
MVA(3) = 9， MVA(4) = 6 
所 以 ,MVA(z) = min{15,7,9,6| = 5 = MVA(1)。 因 而 ,顶点 1 是 
图 G 的 一 般 中 心 点 。 从 顶点 1 到 弧 的 上 距离 最 大 值 为 5 个 单元 , 距 顶 
点 工 最 远 的 点 是 弧 (3,4) 的 中 点 。 
3. 绝对 中 心 点 的 定义 和 计算 方法 
定义 7.2.3 ” 设 MPV(f(r,s)) 表示 网 络 图 G 中 强 (r,s) 上 
的 了 一 点 到 所 有 顶点 距离 的 最 大 者 , 即 
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MPV{ f(r,s)) = max{d (flr,5) 7)! (2.5) 
在 所 有 弧 上 的 fF 一 点 中 ,使 MPVCf(r,s)) 取 最 小 值 的 点 xz, 称 为 
图 G 的 绝对 中 心 点 。 
定义 7.2.3 用 数学 符号 可 表示 为 
MPVK zfr ,>)) = umin maxjd( (rs) | (2.6) 
显然 有 向 弧 的 内 点 不 能 成 为 绝对 中 心 点 。 因 为 有 向 弧 的 终点 
比 任 一 内 点 更 接近 于 图 中 的 每 一 个 顶点 。 这 样 ,在 寻求 绝对 中 心 点 
时 .我们 只 须 考 虑 顶点 和 无 向 弧 的 内 点 。 
考虑 任 一 无 向 弧 (r,s), 从 (rs) 上 的 了 ~- 点 到 顶点 jj 的 距离 为 
dlf{lr,s),i) 
= minjfa(r,s) t djs(l -~ fd(r.s)+ d,! (2.7) 
可 以 画 出 其 图 形 ,如 图 7.2 所 示 。 请 读者 自行 分 析 三 种 类 型 的 实际 
意义 。 


d (f(r.s).j d{f {rs) 


+ 
| 斜率 = 余 率 = 
dlrs) dlr,s 笠 密 = +d rs) 
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对 于 每 一 无 向 红 (r,s), 逐条 画 出 它 与 各 个 顶点 j 的 距离 
d (f(r,s),j) 的 图 形 。 将 其 中 具有 最 大 值 (在 图 中 的 最 上 部 分 ) , 作 
为 maxd (f(r,s),j) ,两 条 曲线 (实际 上 是 折线 ) 的 交点 1" 处 是 绝 
对 中 心 点 的 最 佳 选择 点 之 一 ;如果 没有 两 条 曲线 而 只 有 一 条 曲线 
在 最 上 部 分 , 则 只 取 该 条 曲线 的 最 小 值 。 . 

用 这 种 方法 ,一 定 可 以 找 出 每 条 无 向 弧 的 最 佳 选择 点 ,比较 所 
有 选择 点 ,其 中 具有 最 小 上 距离 的 选择 点 就 是 绝对 中 心 点 。 

求 图 G 是 绝对 中 心 点 的 步骤 为 : 

第 1 步 : 先 求 出 图 G 的 顶点 到 顶点 的 距离 矩阵 , 求 出 医 如 的 
中 心 点 ,作为 绝对 中 心 备 择 点 。 

第 2 步 : 找 出 图 G 中 的 无 向 驱 , 逐 条 建立 起 该 弧 的 了 三- 点 与 各 
顶点 距离 的 关系 。 一 般 用 图 形 表示 , 称 哈 基 密 (Hakimi) 法 。 

第 3 步 :将 每 条 无 向 扳 到 所 有 顶点 的 距离 的 图 形 画 在 疝 -一 坐 
标 上 , 取 曲 线 的 最 上 面部 分 (实质 上 是 最 大 距离 ), 求 出 最 小 值 ,从 
而 得 六 (实质 上 是 调整 了 值 ,使 该 弧 到 所 有 顶点 的 距离 最 大 值 尽 
可 能 小 )。 

第 4 步 ; 比 较 所 有 无 向 弧 的 f' 一 点 ,具有 最 小 了 距离 的 弧 (r,s) 
上 的 六 - 点 也 作为 绝对 中 心 点 的 备 择 点 。 

第 5 步 :比较 第 1 步 和 第 4 步 所 得 绝对 中 心 点 的 距离 值 ,具有 
最 小 值 的 点 就 是 绝对 中 心 点 。 

例 3 试 求 图 7.1 的 绝对 中 心 。 已 知 条 件 同 前 所 述 。 

解 ”首先 根据 求 中 心 点 的 步骤 ,得 出 该 图 的 中 心 点 是 顶点 1， 
它 是 绝对 中 心 的 备 择 点 之 一 。 它 距 最 远 点 为 3 个 单位 。 

该 图 中 有 三 条 无 向 弧 (1,4),(2,3) 和 (3,4)。 

下 面 逐 条 求 出 弧 的 了 值 和 各 项 点 距离 的 关系 。 首 先 考虑 弧 (3， 
4]。 由 式 (2.7) 计算 得 
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47+6. 当 /区 


d{ 3,47 1) = 
| -sr 


~ ~ 
VY 


从 


A wl wl oim. 


4f + 2, 当 
dl fl3,4),2) 


ll 


1 
?人 省 7 


d(Cf(3,4),3) = 47( 对 所 有 /,0 


a 


41+3 了 3 当 了 和 - 
d{ 3.4),4) = 1 


4 -4 六 当 了 六 8 
根据 这 些 点 到 顶点 距离 ,可 以 作出 图 形 如 图 7.3。 
从 图 7.3 可 以 着 到 ,各 条 曲线 

的 最 上 部 分 由 dd{f(3,4),1) 和 

dd(f(3,4),2) 组 成 ,由 这 两 条 曲线 

的 泛 数 表达 式 和 图 中 交点 的 位 置 ， 

可 求 出 了 -点 的 产值 。 

7—-4f” = 4f* +2 


dd ) 


/= 


dr (3,4),1) 
= d(f" (3,4).2) . 
= 4.5 图 7.3 点 到 项 点 距离 d(J(3， 
因而 ,三 (3,4) 为 绝对 中 心 的 备 择 43] ,f) 的 图 形 


Ee 
En 


对 无 向 弧 (1,4), 采 用 与 (3.4) 同样 的 步骤 ,让 得 出 点 到 顶点 
肥 离 的 图 形 如 疼 7.4。 
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dd 
df0.3).7) 


图 7.4 点 到 顶点 距离 4d{f(1， 图 了 .5 点 到 顶点 距离 d{f12， 
4) ,了 的 图 形 3),f) 的 图 形 

从 图 7.4 可 以 看 到 ,各 条 曲线 的 最 上 部 分 由 4{ f(1,4),2) 和 
dd(f(1,4),3) 组 成 ,由 这 两 条 曲线 ,可 求 出 -点 的 f" 值 为 1* = 
0。 它 表示 顶点 1 为 绝对 中 心 点 的 备 择 点 。 它 与 每 一 个 豆 点 的 距离 
都 在 3 个 单位 之 内 ， 

对 无 向 弧 (2,3), 用 同样 的 步骤 可 得 到 点 到 顶点 的 工 离 如 
图 7.5。 

从 图 7.5 清楚 地 看 到 ,各 条 曲线 的 最 上 部 分 就 是 dt 了 (2,3)， 
1)。 分 析 可 知 ,F ”= 0 时 ,该 曲线 具有 最 小 值 ,最 小 值 为 4。 这 表示 
顶点 2 到 每 一 个 顶点 的 距离 都 在 4 个 单位 之 内 。 顶 点 2 也 是 图 G 的 
绝对 中 心 点 的 备 返点 。 

最 后 ,比较 中 心 点 , 即 顶 点 1 和 三 条 无 向 绝 上 的 备 择 点 ;可 见 
顶点 1 是 最 优 的 备 择 点 ,所 以 顶点 1 是 该 图 的 绝对 中 心 点 , 它 距 最 
远 顶 点 的 工 离 不 超过 3 个 单位 。 

4. 一 般 绝 对 中 心 有 关 问题 

定 尺 7.2.4 设 MPA( /f(r,s)) 表示 网 络 图 G 中 弧 (r,s) 上 
的 三- 点 到 所 有 弧 的 距离 的 最 大 者 , 即 
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MPA( f(r,s)) = maxld(f(r,s), (1,u))| (2.8) 


在 所 有 强 上 的 三- 点 中 ,使 MPA(f(r,s)) 取 最 小 值 的 点 x, 称 为 
图 G 的 一 般 绝 对 中 心 点 。 
用 数学 符号 定义 7.2.4 可 表示 为 
MPA(ztr,s)) 
= min [max(d (flr,s), (tu))! {2.9) 
由 式 (2.9) 和 式 (2.6) 的 相似 性 可 以 推测 出 ;有 向 弧 的 内 点 不 
能 成 为 一 般 绝对 中 心 点 ， 
寻找 一 般 绝对 中 心 点 的 过 程 和 寻找 绝对 中 心 点 的 步骤 相似 ， 
仅仅 是 用 点 到 弧 距 离 代 替 点 到 顶点 的 距离 .因而 ,可 以 参照 求 绝对 
中 心 点 的 技巧 来 解决 该 问题 。 
二 、 械 盘 形 网 络 的 中 心 问题 
所 谓 棋 盘 形 网 络 是 指 网 络 结构 如 同 中国 象 模 的 棋盘 一 样 ,每 
个 网 孔 为 短 形 或 方形 的 网 络 。 
由 于 网 络 有 特殊 的 结构 ,寻求 网 络 的 中 心 问题 不 必 使 用 穷 举 
法 ,而 可 用 更 简单 的 方法 。 
1- 位 于 同一 直线 上 2 个 点 的 中 心 点 问题 
设 有 ?个 点 都 在 z 轴 上 ,它们 的 坐标 分 别 为 zl ,ra,… ,rn 不 
失 一 般 性 , 设 ri 委 < 委 … 委 澡 , 要 求 找 出 这 个 点 的 中 心 点 z。 
显然 z 只 能 在 区 间 [ zi,x,] 之 内 ,否则 最 大 距离 将 会 更 大 ,如 
果 中 心 的 位 置 沿 着 zl 一 x, 的 方向 移动 ,开始 时 x 和 各 个 点 的 最 


大 距离 取决 于 | z, - z| ,因而 z+ ,| zy, - z| + , 当 z = 立 (zo+ 
Zz 时, |x, 一 | = | 一 | , 设 该 点 为 M。 过 了 M 点 以 后 ， 
x+ , 则 | zt- z| 个, 见 图 7.6。 易 见 zw = 良 (x1 + z,) 曲线 取 极 
小 值 。 
因此 ,| z; - zw | 到 最 小 值 的 点 为 中 心 点 ,如果 zw 和 1,zz， 
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…znw 中 的 某 点 重合 , 则 中 心 的 
坐标 就 是 zyo 应 该 指出 ,在 已 知 


的 点 位 于 同一 直线 上 的 条 件 下 ， 
中 心 点 和 一 般 中 心 点 位 置 相同 ; 人 
一 般 情 况 下 ,x = zw 就 是 图 G 的 | | 
绝对 中 心 点 ,并 且 它 也 是 问题 的 一 0 一 而 一 一 和 一 一 * 
一 般 绝对 中 心 点 。 

2. 个 点 不 在 同一 直线 

因为 网 络 为 棋盘 格 , 因此 ， 
图 G 中 任 一 已 知 点 i: 和 中 心 距离 为 

d= |zi-zl+t+|y-wl| {2.10) 

式 中 z .v 分 别 为 中 心 点 (或 绝对 中 心 点 ) 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 。 

可 喝 , 可 以 分 别 研究 |z; 一 | 和 |y; 一 y| ,以 便 决 定 中 心 点 
的 位 置 。 

根据 前 面 的 分 析 , 可 以 有 如 下 结论 : 

当 |z; - zw| 取 最 小 值 , 同时 |y 一 yw 取 最 小 值 , 则 顶点 
(zy ) 为 图 G 的 中 心 点 (或 一 般 中 心 点 ); 

同样 可 以 得 到 图 G 的 绝对 中 心 点 (或 一 般 绝对 中 心 点 )。 


增 大 距离 


7.3 中 位 点 问题 


在 网 络 的 选 址 问题 中 ,确定 中 位 点 一 类 问题 的 应 用 相当 广 记 。 
本 节 与 上 一 节 相似 ,对 一 般 网 络 结构 和 棋盘 格 网 络 结构 两 种 类 型 
分 别 讨论 。 

一 、 一 般 网 络 的 中 位 点 问题 

1. 中 位 点 的 定义 和 计算 方法 

定义 7.3.1 设 SVV(i) 表示 网 络 图 G 中 顶点 i 到 所 有 项 点 
的 距离 的 总 和 ,了 妇 
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Svv(D = Ya, (3.1) 
在 所 有 ifi = 1,2,…,N) 中 ,使 SYV(i) 到 最 小 值 的 顶点 x , 称 为 
图 G 的 中 位 点 。 
定义 7.3.1 用 数学 符号 可 表示 为 


SVV(z) = min 40 (3.2) 


式 (3.2) 中 4 表示 项 点 ;i 到 顶点 j 的 距离 。 

根据 式 (3.2) ,得 到 求 中 位 点 zx 的 步骤 : 

第 1 步 :用 图 G 中 己 知 参数 ,由 最 短路 计算 法 建立 该 图 的 顶点 
到 顶点 的 距离 矩阵 DD。 

第 2 步 :对 矩阵 也 的 每 一 行进 行 相 加 , 即 可 得 的 顶点 守 到 所 有 
的 顶点 的 总 距离 SVVIDDUi = 1,2,…,n)。 

第 3 步 : 选 出 SYV(i) 中 的 最 小 值 SYVY{xz), 则 x 就 是 图 G 的 
中 位 点 。 

与 求 中 心 点 的 步骤 相 比 ,仅仅 第 2 落 的 计算 公式 不 同 。 

例 4 试 求 图 7.1 的 中 位 点 。 

解 ”由 前 面 的 计算 结果 ,可 知 该 图 的 顶点 到 顶点 的 距离 矩阵 


为 
0 2 3 3 
4 0 2 1 
D= | 
6 2 0 3, 
3 5 4 0j 
因此 


SVV{I1) = 8, SVV(2) = 7 
SVV{3) = 11. SYVV(4) = 12 
因而 ,min1SVV(ii = min18,7.11,121 = 7 = SVV(2)。 所 以 , 顶 
点 2 就 是 图 的 中 位 点 。 从 顶点 2 到 所 有 的 顶点 的 总 距离 最 小 是 7 个 
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单位 。 

2. 一 般 中 位 点 的 定义 和 计算 方法 

定义 7.3.2 ” 设 SVAIi) 表示 网 络 图 G 中 顶点 i 到 所 有 弧 的 
距离 的 总 和 , 即 


SVA(i} = >) d(i,(r,s)) (3.3) 
Crs)€EA 
在 所 有 i{i = 1,2,…,n) 中 ,使 SVALi) 取 最 小 值 的 顶点 xz, 称 为 
图 如 一般 中 位 点 。 
用 数学 符号 定义 7.3.2 可 表示 为 
SVACz) = nin| 2 dr {3.4) 


式 (3.4) 中 d(i, (r,s)) 表示 网 络 图 中 顶点 i 到 弧 (7,s) 的 距离 。 

类 似 于 一 般 中 心 点 的 算法 ,可 以 得 到 一 般 中 位 点 的 计算 步骤 。 
请 读者 自行 写 出 。 

例 5 试 求 图 7.1 的 一 般 中 位 点 。 

解 ”由 例 2 讨 算 结果 ( 见 7.2 节 }), 知 该 图 的 硕 点 到 统 的 距离 
和 给 阵 为 


2 3 3 3 3.5 5 
6 7 4 1 2 3.5 
万 ”= 
8963 2 3.5 
5 6 3 6 5.5 4 
因此 
SVA(1) = 19.5, SVA{2) = 23.5 
SVA(3) = 31.5, SVA(4) = 29.5 


所 以 
min{SVA()} = min119.5,23.5.31.5,29.5| 
= 19.5 = SVAII) 
可 见 ,顶点 1 就 是 该 图 的 一 般 中 位 点 。 从 顶点 1 到 所 有 各 条 弧 的 总 
亨 离 最 小 为 19.5 个 单位 。 
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3. 绝对 中 位 点 的 定义 和 计算 方法 
定义 7.3.3 设 SPV(flr,s)) 表示 图 G 中 弧 (r,s) 上 的 f- 
点 到 所 有 顶点 的 距离 的 总 和 , 即 


SpV( f(r ,5)) = Da fr ss),)) (3.5) 


在 所 有 强 圭 的 了 -点 中 ,使 SPV(/(7,s}) 取 最 小 值 的 点 xz , 称 为 图 
G 的 绝对 中 位 点 。 
有 数学 符号 ,定义 7.3.3 可 表示 为 


SPV(r(r,s)) = and 人 | {3.6) 


为 了 计算 图 G 的 绝对 中 位 点 ,我 们 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 7.3.1 在 网 络 选 址 问题 中 ,至 少 有 一 个 顶点 是 绝对 中 
位 点 。 

证 明 ”首先 ,从 逻辑 推理 可 以 断定 ,有 向 弧 的 内 点 不 可 能 成 
为 图 的 绝对 中 位 点 ,这 是 因为 有 向 弧 的 端点 到 所 有 顶点 的 距离 的 
总 和 比 内 点 到 所 有 顶点 的 距离 总 i 


和 更 小 的 缘故 。 其 次 ,我 们 研究 无 
向 弧 的 内 点 ,根据 式 (1.4) ,容易 分 人 全、 
析 得 知 , 若 将 / 看 作 变 数 ,d( F(r ， 
:),j) 看 作 /的 函数 , 则 其 图 形 只 
能 是 图 7.2 的 三 种 情况 .这 三 种 情 jt 一 -~-/ 
况 的 图 形 有 共同 的 性 质 :用 一 条 直 
线 连 结 图 形 上 的 任意 两 点 , 则 该 直 
线 不 是 图 形 的 一 部 分 ,就 是 位 于 图 图 7.7 
形 之 下 ,具体 见 图 7.7。 可 见 dt f(r,s),j) 是 了 的 趾 函 数 ,另外 , 根 
据 炙 函数 的 人 性质 ,四 函数 之 和 仍然 为 四 函数 ,所 以 SPV( 了 (tu)) 
也 为 中 函数 。 它 的 极 小 值 只 能 落 在 边界 上 。 

综合 有 向 弧 和 无 向 弧 琴 种 情况 的 推理 ,可 以 得 出 这 样 的 结论 : 
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每 条 边 的 端点 是 绝对 中 位 点 的 备 撑 点 ,并 且 优 于 或 至 少 不 从 于 相 
应 的 边 的 内 点 。 故 命题 得 证 。 

内 定理 7.3.1 可 清楚 地 看 到 ,寻求 网 络 图 的 绝对 中 位 点 只 需 
考 卉 顶点 到 顶点 的 距离 ,不 需要 考虑 驱 的 内 点 。 可 以 这 样 说 :中 位 
点 就 是 绝对 中 位 点 。 因 而 , 求 图 的 中 位 点 的 算法 完全 适 于 求 绝对 中 
拉 点 。 

4. 一 般 绝 对 中 位 点 的 定义 和 计算 方法 

定义 7.3.4 设 SPA( (rs*)) 表 示 网 络 图 G 中 弧 (r,s) 上 的 

- 点 到 所 有 弧 的 距离 的 总 和 , 即 
SpA(F(r,s)) = ZUdC(r， s), (x,y)) (3.7) 


在 所 有 颖 上 的 ff- 点 中 ， 使 SEA(f(7， 3)) 取 最 小 值 的 点 =, 称 为 图 
G 的 一 般 绝对 中 位 点 。 
用 数学 符号 ,定义 ?.3.4 可 表示 为 
SPA(z -7r,4)) = nip, {dr ry))| 


(3.8) 
从 式 (3.8) 可 以 看 到 ,一 般 绝 对 中 位 点 的 计算 不 像 中 位 点 和 
一 般 中 位 点 那样 直截了当 。 并 且 也 不 存在 类 似 于 定理 7.3.1 的 结 
论 呢 ? 原 因 是 点 到 弧 虹 离 并 非 /的 耳 函 数 (或 同 消 数 ) ,但 是 通过 分 
析 ,我 们 知道 :有 向 弧 的 内 点 不 可 能 是 一 般 绝 对 中 位 点 ;对 无 向 弧 ， 
有 定理 7.3.2 和 7?7.3.3, 据 此 可 使 计算 过 程 得 以 简化 。 
结论 是 :有 向 强 的 内 点 不 可 能 是 一 般 绝 对 中 位 点 。 
对 无 向 弧 , 有 定理 7.3.2 和 定理 7.3.3。 


定理 7.3.2 如果 |SVA(r) -SVA(s)| > 方 [Ld(r,s) + 
dls,r)] {3.9) 
则 无 向 弧 {r,s) 的 内 点 不 是 一 般 绝对 中 位 点 。 

(证 明 略 ) 
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定理 7.3.3 ”网 络 图 上 的 任 一 条 无 向 弧 (r,s) 上 的 任 一 内 点 
f, 它 到 图 中 所 有 弧 的 距离 总 和 SPA( f(r ,s)) 满足 : 


SPA(f(r,s)) > SVA(7) - 二 d(rs) (3.10) 
和 
SPA(f(7,5)) > SVA(s) - 于 ds，r) (3.11) 
{证 明 略 ) 


根据 前 面 对 图 的 有 向 弛 的 分 析 以 及 定理 7.3.2 .定理 7.3.3 的 
结论 ,可 以 概括 出 求 图 G 的 一 般 绝对 中 位 点 的 步骤 如 下 : 

第 1 步 : 用 最 短路 算法 求 出 图 G 的 顶点 到 顶点 距离 矩阵 万 。 

第 2z 步 :由 式 (1.2)、 式 (1.3) 和 甜 阵 史 , 算 出 顶点 到 弧 的 距离 
矩阵 D', 找 出 具有 最 小 SVA(i) 的 顶点 ,作为 一 般 绝对 中 位 点 的 
备 择 点 。 

第 3 步 :在 图 G 的 弧 的 集合 中 ,排除 所 有 的 有 向 弧 。 

第 4 步 ;利用 第 1、 第 2 步 的 计算 结果 ,消去 满足 式 (3.9) 的 无 
向 弧 。 

第 5 步 : 在 弧 集 合 的 琵 下 的 无 向 弧 中 ,进一步 用 式 (3.10) 和 式 
(3.11) 进行 检验 ,消去 下 界 值 大 于 已 选 作 备 择 一 般 绝 对 中 位 点 确 
定 界 值 的 弧 。 

第 6 步 : 对 于 每 一 条 未 被 消去 的 无 向 又 (r,s) 的 内 点 进行 检 
验 , 即 计算 出 SPV(F(r,s)) ,选择 出 内 点 中 具有 最 小 SPA(fl7， 
5)) 的 点 作为 一 般 绝对 中 位 点 的 备 择 点 。 

第 7 步 :将 第 2 步 和 第 6 步 初步 确定 出 的 一 般 绝 对 中 位 点 的 备 
择 点 ,进一步 选 优 ,确定 出 最 后 结果 。 

例 6 试 求 图 7.8 中 的 一 般 绝对 中 位 点 。 

解 ”用 最 短路 算法 , 求 出 顶点 到 项 点 距离 矩阵 DD 为 
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0 1 2 3 2 3 
101212 4) 一 人 一 (一 人 
2 10 1 2 3 
D=sls 2 101) 
2 12 10 1 © (4) 
3 2 3 2 1 0 (图 中 所 有 的 弧 长 都 等 于 1 
然后 ,将 边 的 次 序 排列 如 下 : 图 7.8 


四 (12) @{2,3) (3,4) D4,5) (5,6) @(2,5) 
由 万 和 式 (1.6), 可 以 算出 顶点 到 弧 距 离 甜 阵 D' ,得 
2 3 3 


ty Who 所 一 
Lo fa ho 呈 搬 
[| 
本 Di 
忆 DD- 


因此 
SVA(1) = 14, SVA(2)=9 
同 理 。 SVA(3) = 11， SVA(4) = 11 
SVA(S) = 9， SVA(6) = 14 
因而 ,顶点 2 和 顶点 5 是 一 般 绝 对 中 位 点 的 最 佳 预 点 备 择 点 。 因 为 
这 两 个 顶点 到 所 有 各 条 弧 的 总 距离 等 于 9 个 单位 ， 
然后 ,应 用 定理 7.3.2 的 条 件 式 (3.9) ,消去 其 些 边 的 内 点 。 可 
以 看 出 ,图 中 所 有 各 弧 都 是 无 向 的 ,因而 ,条件 式 (3.9) 的 右边 成 
为 d(r,s)。 
@ 弧 民 ,2) 可 以 消去 ,由 于 
[SVA(1) - SVA(2)| = |14-9|=5>1= dy 
同样 鸭 弧 (2,3), 弧 {4,5), 弧 (5.6) 可 以 消去 ;而 合 骤 (3,4)， 
电弧 (2,5) 不 能 消去 。 
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再 应 用 定理 7.3.3 的 条 件 式 (3.10) 和 式 (3.11) ,检查 有 无 可 
能 进一步 消去 任 一 条 弧 。 
弧 {3,4) 由 条 件 (3.10) 可 以 消去 ,因为 


SPA(J(3,4)) 之 SVA(3) - 二 d(3,4) = 11 -十 = 10 于 


该 数 大 于 选择 一 个 顶点 作为 一 般 绝对 中 位 点 所 达到 的 9 个 单位 。 
而 边 (2,5) 不 能 由 条 件 (3.10) 或 (3.11) 消去 , 仅 只 是 弧 (2,5) 须 
考 虚 。 计 算 强 (2,5) 上 的 了 一 点 到 绝 的 距 商 : 

d(Cfl2,5),(1,2)) = 1+f 

dtf(2,5),(2,3)) = 1+f 

d(f(2,5),(3,.4)) = minff + 2,3— /| 

d(ft2,5),(4,5)) = 1+{1-f) 

d(fl2,6),(5,6)) = 1+(1-/) 

dt(f(2,5),(2,5)) = maxlf,(1— | 
将 和 这些 点 到 弧 距 离 相 加 ,得 

SPA(F2.5)) =1+f+1+f+mn{f+2,3—- f+2 

— f+2- f+maxlf,l— fl 
=6+mn{f+2,3—- f+mxlf,l-/f! 


曲线 /+ 2 和 曲线 3 - /的 交点 为 = 十 ;同样 ,曲线 了 和 曲 
线 1 - /的 交点 也 为 二 因而 ,可 以 作 如 下 分 析 ; 
当 / 去 计时 
SPA{A(2,5)) = 6+ f+2+1-f=9 
当 / 光 六 时 
SPA{F(2,5)) =6+3- f+/f=9 
可 见 ,SPA(/(2,5)) 与 取 值 无 关 。 所 以 弧 (2,5) 上 所 有 的 内 


点 都 可 作为 一 般 绝对 中 位 点 的 备 择 点 ,其 到 所 有 弧 的 距离 的 总 积 
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是 9 个 单位 .由 于 项 点 2 和 53 仅 是 /=0 和 7 了 = 1 工 的 特例 , 它 也 能 
作为 备 抒 点 ,和 这 前 面 得 到 的 结果 一 致 。 可 以 这 么 说 : 弧 (2,5) 上 
任 一 点 都 可 以 作为 图 7.8 的 一 般 绝 对 中 位 点 ,这 是 因为 图 ?7.8 是 
一 个 模 盘 形 网 络 。 

直面 我 们 就 来 讨论 棋盘 形 网 络 的 中 位 点 问题 。 

二 、 棋盘 形 网 络 的 中 位 点 问题 

前 几 节 的 选 址 问题 ,每 个 顶点 带 有 相同 的 权 , 每 一 条 骤 也 带 有 
相同 的 权 . 在 实际 问题 中 ,项 点 和 弧 存 在 带 有 不 癌 的 权 的 情况 , 例 
如 在 运输 问题 中 ,每 -- 顶 点 常 有 不 同 的 运 量 ; 每 条 强 的 单位 长 弃 单 
位 运 量 的 费用 也 会 不 阿 。 因 而 ,在 下 面 的 讨论 中 ,将 考虑 每 个 顶点 
带 有 不 同 权 的 情况 。 车 令 所 有 看 点 的 权 相 辐 , 则 所 得 结论 也 适 于 不 
带 权 的 情况 ,举一反三 , 弧 的 带 权 间 题 可 按 顶 点 带 权 的 思路 进行 

1. 同一 直线 上 7 个 点 的 加 术 纺 对 中 位 点 问题 

设 有 1 个 点 都 在 x 轴 上 ,其 横 坐 标 分 别 为 el ,az :ds 每 个 
点 相应 的 祝 为 A1 ,4.4AI ~ A, 均 为 正 数 ,不 失 一 般 性 , 设 
ar< as …< wyo 现 症 , 要 求 找 出 一 点 户 ,其 仅 标 为 x ,使 


FPF = Ai|lx-a|l- As: ~ a2|+ + A,|r—a,| 
趋 于 最 小 。 
将 上 式 简 记 成 
F = Ar | (3.12) 


纪 束 条 作为 A > 0,4; 为 任何 实数 ,j= 1,2， ,0104 而且 el 区 us 
志气 dnp 
当 a ts 1.2,. ,7 -1) 时 


F = p29. > Alr-al 
1=1 了 31 

一 了 Ai(z — ua) + DAla, — xz) 
了 = 并 
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= [24, -和 4 + 之 4 + 2 hp) | 
(3.13) 
为 简化 起 见 ,将 式 (3.13) 记 为 
FY) = Mor+ D' (3.14) 
式 (3.14) 是 一 个 斜 截 式 直线 方程 ,斜率 为 M'" , 截 距 为 DD 人。 
对 于 特殊 的 情况 ,首先 设 x+ 很 a1, 那 么 
考虑 直线 
FY) = MOz+DO >xE[osasl] 


与 直线 
FD = MDr+D DD rrE[o ias] 
关系 : 
由 式 (3.13) 积 式 (3.14) ,可 得 
MM = 24， 《3.15) 
DY -DD = -2Au, {3.16) 


由 式 (3.14)、 式 (3.15) 和 
式 (3.16) 可 以 分 析出 : 当 x 从 
~% 到 + ceo 变化 时 , 自 标 函 数 
F 为 分 段 连续 的 折线 , 即 下 是 
x 的 分 段 线 性 函数 ,而 且 由 式 
(3.15) 可 以 看 出 :这 条 分 段 连 


续 的 折线 斜 在 不 断 增 加 ,于 是 
目标 函数 下 的 图 形 , 如 图 7.9 
所 示 。 图 7.9 


从 图 形 7.9 和 下 的 变化 规律 ,可 以 推测 出 :在 + 从 一 号 到 + 
oo 变化 过 程 中 ,FF 的 曲线 的 斜率 ,必然 会 出 现下 列 两 种 情况 之 一 : 
(1) MD <0, MG >0 (3.17) 
(2) MG D < 0, Mi = 0,MG > (3.18) 
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在 傅 况 (1) 时 ,目标 函数 已 在 z = w 取得 取 小 值 , 且 此 时 
(3.,17) 可 以 写成 ， 


SA < i194, 有 Dh > 5a (3.19) 
而 在 情况 (2) 时 ,目标 钞 数 下 在 [a ,as'11] 上 的 任 一 点 均 取 最 
小 秆 , 且 此 时 条 件 (3.18) 等 价 于 


Dh- 3>4 (3.20) 


根据 全 是 的 推导 全 时， 可 得 出 如 下 结论 : 

1” 如 果 同 一 直线 上 的 的 个 点 ,其 坐标 为 ui ,as,… ,a ,相应 
的 权 为 和 A, 有 As,… Aio 设 A 二 1,2,… ,nt) 大 于 零 , 并 且 ,a1 志 
is 妇 …< as 如 果 存 在 条 件 (3.19) , 则 顶点 e, 为 图 形 的 加 权 中 位 
点 (或 加 权 绝 对 中 位 点 )。 

2 如果 存在 条 件 (3.20), 则 项 点 ae 和 ai 是 其 加 权 中 位 点 ; 
而 线段 wa 上 所 有 的 点 都 可 以 是 图 的 加 权 绝 对 中 位 点 。 

3 人 令 4 = 4 = …=4,=1, 则 上 面 的 结论 就 是 不 加 权 的 
情况 。 

2. 不 在 同一 直线 上 x 个 点 的 中 位 点 问题 

前 面 研究 了 在 一 维 情况 下 .na 个 点 的 绝对 中 位 点 问题 -如果 在 
平面 内 网 络 为 棋盘 形 的 话 ,那么 上 述 的 方法 和 结论 完全 可 以 推广 
到 二 维 的 情况 。 在 二 维 的 情况 下 ,问题 的 提 法 为 : 

设 平面 内 有 ”> 个 点 ,其 横 华 标 分 别 为 ai ,az，…av, 相 应 的 权 
为 由 >00 = 1,2)7)i 其 纵 坐 标 为 与 ,52 ,5 ,相应 的 权 为 
B: > 06 = 1 ,nn); 并 HE a < a 人 Tab 
5,; 求 出 网 络 的 绝对 中 位 点 位 置 ,使 其 各 已 知 点 的 加 权 距 离 的 总 和 
最 小 , 即 


F = Dalzr-al+t >)B,|y—#;| 
i™1 2 一 上 
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趋 于 最 小 

因为 网 络 为 横 盘 格 , 在 下 中 x 和 ?7 是 分 离 的 ,所 以 使 正极 小 可 
等 效 为 和 式 中 每 一 项 名 自 求 极 小 ,因此 ,可 以 直接 利用 一 维 情况 下 
的 结论 。. 

设 使 下 取 极 小 的 点 为 了 ,其 位 置 为 (fy), 如 果 4 个 点 的 权 满 足 


了 月 了 上 

区 人 1 w= 人 1 到 

A < 入 且 Zi > 广 之 如 
则 = = ar; 如 果 个 点 的 权 满 足 


j= 
则 a 和 Tarr+1o 


同 理 , 如 果 nn 个 点 的 权 满 足 
SB < 38, 有 SB, > 二)B, 
则 = Bi; 如 果 个 点 的 权 满 足 
则 bi 三 y 守 b+1 

可 见 , 如 里 如 个 已 知 点 的 模 华 标 和 和 纵 坐标 都 处 于 情况 (1), 则 
P 是 一 个 点 ,这 时 ,中 位 点 和 绝对 中 位 点 相隔; 如果 = 个 已 知 点 横 
坐标 和 纵 坐 标 有 一 个 处 于 情况 人 1) , 另 一 个 处 于 情况 (2), 则 已 是 
一 条 直线 ,这 时 中 位 点 有 两 人 位置, 绝对 中 位 点 是 一 条 直线 ;如 果 
交 个 已 知 点 的 横 坐 标 和 级 坐标 都 处 于 情况 (2) , 则 书 是 一 个 矩形 区 
域 ,这 时 中 位 点 有 码 个 位 置 ,绝对 中 位 点 是 该 矩形 区 域 围绕 的 四 条 
边 上 的 所 有 的 点 。 

例 7 ”棋盘 形 网 络 上 的 五 个 地 点 和 运 量 如 表 7.2, 求 最 优 三 
址 ,使 总 的 运输 费用 最 小 (为 方便 起 见 , 设 每 单位 长 度 单位 运输 费 
用 为 1)。 
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了 
1 2 | 6 80 
2 5 5 20 
3 8 3 40 
4 3 2 50 
5 6 9 50 


解 首先 将 从 小 到 大 进行 排列 为 2,3.5,6;8; 运 量 实际 上 
就 是 每 个 点 的 权 ,因此 , 横 坐 标的 权 相 应 为 80,50,20,60,40; 间 样 
3 重新 排列 为 2,3,.5,6,9; 相 应 的 权 相 应 为 50,40,20,80,60。 


其 次 ,因为 4 = 250, 而 80 + 50 = 130 > 方 X250, 所 以 . 
和 
1 


XxX” 二 3; 男 一 方面 ,5S0 + 40 + 20+ 80 = 190 > 2 x 250, 所 以 vy“ 


= 5, 所 以 最 优 厂 址 是 (3,6)。 相 应 的 最 小 运费 为 下, 为 1020- 计 算 
结果 见 图 7.10。 


号 人 | 3 7 
5 人 | 全 


2 
M0 0 20 ~ 2 


和 报 优 厂址 
7.10 
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8 网络 流 


网 络 流 问 题 是 图 论 与 组 合 最 优化 中 内 容 丰 富 .应 用 广泛 的 一 
个 问题 ,运输 问题 ,分 派 问题 ,通讯 向 题 等 许多 问题 都 可 转化 为 网 
络 流 来 解决 ,一 般 有 向 网 络 中 ,每 条 纺 的 权 , 不 是 表示 弧 的 长 度 , 而 
是 象 表示 弧 的 宽度 ,例如 ,公路 运输 网 络 中 路 面 的 宽度 或 管道 输送 
网 络 中 管道 的 直径 , 它 是 单位 时 间 内 允许 通过 实体 的 限量 。 所 以 将 
绝 权 称 为 弧 的 容量 。 

本 章 将 介绍 网 络 流 基本 理论 和 求解 网 络 流 问 题 的 主要 算法 肥 
有 关 应 用 。 


8.1 基本 概念 和 基本 定理 


本 章 主 要 将 讨论 如 下 的 网 络 。 

定义 8.1.1 ” 设 有 向 连通 图 = (V,A) 满足 

(1) 马 包含 两 个 特定 的 顶点 x 和 yy, 其 中 xz 仅 有 出 弧 而 没有 人 
弧 , 称 为 发 点 ;v 仅 有 人 弧 而 没有 出 弧 , 称 为 收 点 ;DD 中 其 余 顶 点 既 
有 出 浙 , 又 有 人 弧 , 称 为 中 间 点 ; 

(2) 在 万 的 弧 集 4 上 定义 非 负 整 值 清 数 。, 称 为 容量 函数 ,对 
任意 的 弧 a € A , 称 C(a) 为 弧 a 上 的 容量 ; 

此 时 称 有 向 图 万 构成 一个 网 络 , 记 为 N = (V,A,C)。 

对 于 任意 一 个 有 多 个 收 .发 点 的 网 络 ,可 以 通过 一 个 简单 的 方 
法 化 成 只 有 一 个 发 点 和 一 个 收 点 的 网 络 ,具体 做 法 是 在 给 定 网 络 
N 基础 上 , 构 作 一 个 新 的 网 络 M 如 下 : 

(1) 在 NN 中 湛 加 两 个 顶点 x 和 yj 
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(2) 用 容量 为 % 的 弧 把 x 连接 到 和 中 的 每 一 个 发 点 ; 

(3) 用 容量 为 o 的 弧 把 Y 中 的 每 个 收 点 都 连接 到 y; 

(4) 指定 z 为 N’ 的 发 点 ,y 为 N" 的 收 点 。 

图 8.1(a) 所 示 的 是 一 个 整容 量 网 络 , 弧 a 上 的 数值 为 容量 
Cta), 


(a) 网 络 N={1' A, 个 ) (b) 训 中 的 (x.》) 流 / 


图 8.1 

定义 8.1.2 对 于 网 络 N = {V,A,C), 称 定义 在 纯 集 办 上 

的 函数 f 为 网 络 N 上 的 流 ; 对 于 弧 a € A,f(a) 称 为 绵 4 上 的 流 
量 , 如 果 a = (vw;,v) ,fla) 也 可 记 为 flvwi,w) 或 fi;; 对 于 顶点 9 
EV, 记 f' (v) = 之 万 ,三 (V) = D>) ,分 别称 为 流出 和 流入 


项 点 v 欧 流 一。 如 果 流 /进一步 满足 : 
(1) 容量 限制 条 件 : 
OSfladCla) Ya€EA (1) 
(2) 平衡 条 件 : 
(v= Fv) YuvuE VY {xr,y) 
则 称 为 为 网 络 NN 的 一 个 可 行 流 。 
显然 ,可 行 流 总 是 存在 的 ,例如 了 二 0 是 一 个 可 行 流 。 
对 于 上 述 的 网 络 NM 和 NN’ ,其 流 以 一 个 简单 方式 相对 应 。 若 了 
是 N 中 的 流 , 则 由 
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{fla) a€A 
1 (vw) a= (zx,v) 
广 ( 人 -fa a= (v,y) 
所 定义 的 函数 广 是 N’ 中 的 一 个 流 , 进 一 步 ,若是 NN 的 可 行 流 , 则 
三 是 六 中 的 一 个 可 行 流 。 
设 Ff 是 一 个 可 行 流 ,f 在 绚 u 上 的 流量 Fa) ,可 以 着 作 了 中 物 
资 沿 着 a 输送 的 数量 .(1) 式 表明 沿 一 条 弧 的 流量 不 能 超过 这 条 
弧 的 容量 ;(2) 式 表 明 , 对 于 任何 中 间 点 wv, 物资 流 人 wv 的 流量 等 于 
流出 vw 的 流量 ,进一步 ,不 难 证 明 , 让 {zx)- 了 (z= 让 (了 
(y) 6。 因此 , 称 广 《vy) -了 (yy) 为 可 行 流 /的 值 , 记 为 v{ 了)。 
网 络 流 研究 中 的 一 个 基本 问题 是 求 网 络 N 中 一 个 可 行 流 了 ， 
使 v( 了) 达到 最 天 ,这 种 流 称 为 最 大 流 ,这 个 问题 称 为 网 络 最 大 流 
问题 ,最 大 流 问 题 等 价 于 下 述 线性 规划 问题 。 


maxv 
st 及 -Di ti = 
0 反方 二 人 Yao)eA 


估 此 ,最 大 流 问 题 可 以 用 单纯 形 法 或 其 他 求解 线性 规划 的 方法 解 
决 。 这 里 ,我 们 希望 利用 问题 本 身 的 结构 得 到 更 简单 的 方法 。 

定义 8.1.3 给 定 网 络 N = (V, 及 ,C0C), 车 V 被 剖 分 为 两 个 非 
空 集合 S$S,S, 使 TE S,yE S, 称 (S$S,S) 是 分 离 x 和 yy 的 一 个 截 集 。 
因而 从 网 络 中 舍弃 任 一 个 截 集 , 则 从 x 到 y 就 不 存在 有 向 路 。 

记 C(S,S) = 之， G,, 称 为 截 集 (S,S) 的 容量 ,简称 蕉 量 。 


(81S.D) 
引 理 8.1.1 设 f 是 任 一 个 可 行 流 ,(S,5) 是 任 一 个 截 集 , 则 
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vf}= f° (5)- /5 (8) (4) 

v(f) CS,5) (5) 
证 明 vt 有 = [fF (rz)- 广 (x)l+ > A (vw) ~ fF (wv)) 

= ZF (1) -£7 (0) 
f° (5S)- 1 (8) 
I(S,S)+ 1/(S,5) - /(S,S)- (1(S,S) 
= 1(S,5)- /(S$,S) <& C(S,5) 

这 意味 着 (4),(5) 式 成 立 。 证 毕 。 

由 此 , 若 能 得 到 一 个 可 行 流 /" 及 一 -个 截 集 (S,S), 使 v(”) 
= C(S,S), 则 /” 便 是 最 大 流 , 而 (S,S) 是 所 有 截 集中 容量 最 小 
的 一 个 , 称 之 为 最 小 截 集 。 

由 Ford 和 Fulderson 提 出 来 的 求 最 大 流 的 算法 ,就 是 去 找 这 样 
的 可 行 流 /” 和 截 集 (S,S)。 

设 卫 是 了 中 一 条 zx - 路 ,规定 了 的 正方 向 是 从 xz 到 zw, 则 疡 
上 的 弧 被 分 为 两 部 分 :一 部 分 弧 是 与 的 正方 向 相同 , 记 为 P' , 另 
一 部 分 弧 是 与 的 正方 向 相反 , 记 为 P7,P' 和 了 7 中 可 能 有 一 个 
是 空 集合 。 

定义 8,1.4 设 f 是 网 络 N 的 一 个 可 行 流 ,P 是 一 条 x 一 y 路 ， 
则 满足 下 列 两 条 件 之 一 的 弧 (w;,w}) 称 为 增 广 弧 。 

(1) (vi, wv;) EP'!',H fi < Gs 即 为 不 饱和 绝 ; 

(2) (wt) € PP 且 方 >0 即 为 非 空 弧 。 
如 果 PP 中 的 弧 都 是 增 广 弧 , 则 称 PP 为 关于 /的 增 广 路 。 

引 理 8.1.2 如果 一 个 可 行 流 存在 增 广 路 , 则 该 可 行 流 不 是 


ll 


最 大 流 。 
证 明 设 P 是 NN 的 一 条 x 一 y 增 广 路 , 令 
0 = min | min {CG — fy}, min 万 | (6) 
ve EP 
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构 据 增 广 路 的 定义 ,6 > 0。 
构造 一 个 新 的 流 广 如 下 : 
f+ vw, EP 
fay = 4 -0 vw E PP (7) 
hs vo 所 PP 
(以 后 称 这 个 运算 为 /在 PP 上 作 4 的 平移 )。 不 难 验证 ,/ = 
1 js1 仍 是 NN 中 的 一 个 可 行 流 ,其 流量 为 u( f) + 0, 这 意味 着 /不 
是 最 大 流 。 证 毕 。 
上 面 的 证 明 实 际 上 是 一 个 移 造 性 证 明 , 从 可 行 流 和 增 广 路 
,构建 可 行 流 广 的 过 程 , 称 为 /关于 了 的 增 广 过 程 。 
定理 8.1.3 { 增 广 路 定理 )N 中 的 可 行 流 / 是 最 太 流 当 且 仪 
当 AN 中 不 存在 关于 /的 xz 一» 增 广 路 。 
证 明 ”必要 性 由 引 理 8.1.2 可 直接 得 到 ,下 面 证 明 充 分 往 。 
假设 N 中 不 包含 关于 /的 增 广 路 ,我 们 证 明 /是 最 大 流 。 
记 网 络 中 从 工 出 发 , 沿 增 广 统 可 以 到 过 的 顶点 集 为 S$, 则 x € 
S$,y € 5. 于 是 ,(S,5) 构成 NN 个 截 集 ,从 而 ,对 于 任 一 弧 wo € 
(S$,S), 必 有 = (人 C; 对 于 任 一 引 viv; E (S,S), 必 及 = 06 则 由 
引 理 8.1.1 的 证 明 得 f 必 是 最 大 流 ,(S,S) 是 最 小 截 集 。 证 毕 。 
从 定理 8.1.3 的 证 明 可 以 看 出 寻求 最 大 流 的 基本 途径 实际 上 
是 化 成 寻求 从 z 到 * 的 增 广 路 前 问题 。 由 此 引出 的 求 网 络 最 大 流 
的 算法 将 在 下 节 介 绍 。 . 
根据 定理 8.1.3 的 证 明 ,我 们 也 得 到 了 网 络 最 优化 理论 中 的 
一 个 重要 定理 。 
定理 8.1.4 (最 大 流 最 小 截 定理 ) 在 任何 网 络 中 ,最 大 流 的 
流量 等 于 最 小 截 集 的 戴 量 。 
定理 8.1.5 【整流 定理 ) 如 果 网 络 所 有 的 弧 容 量 者 是 整数 ， 
则 存在 整数 最 大 流 。 
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证 明 - ”对 任意 (vw;,w) € A, 取 f;; = 0, 得 到 一 个 零 可 行 流 。 
如 果 整 数 可 行 流 f 不 是 最 大 流 , 由 定理 8.1.3, 存 在 关于 了 的 增 广 
路 。 利 用 (6) 和 (7) 式 可 以 得 到 一 个 新 的 可 行 流 广 , 由 于 弧 的 容重 
均 为 整数 , 且 /的 流 值 也 是 整数 ,所 以 广 也 是 一 个 整数 可 行 流 。 

如 果 六 不 是 最 大 流 , 用 上 述 方 法 可 以 继续 增 广 , 得 到 的 每 个 
可 行 流 也 都 是 整数 禧 ,直至 不 可 增 广 ,就 得 到 整数 最 太 流 。 证 些 。 

最 大 流 最 小 截 定 理 和 增 广 路 定理 是 网 络 流 分 析 方 法 的 基础 。 
关于 图 的 许多 结果 ,在 适当 选择 网 络 后 ,就 可 以 看 成 定理 8.1.4 的 
简单 推论 。 

设 了 是 一 个 有 向 图 ,给 定 吕 中 的 两 个 顶点 .x 和 y, 如 果 规 定 每 
条 强 的 容量 均 为 1, 都 可 以 构造 一 个 以 zz 为 发 点 ,y 为 收 点 的 单位 
容量 网 络 ,利用 该 网 络 , 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 8.1.6 (Menger 定理 ) 设 zx,y 是 有 向 图 DD 中 两 个 顶点 ， 
则 D 中 红 不 重 的 有 向 x - y 路 的 最 大 数目 等 于 分 离 r,v 的 弧 的 晤 
小 数目 。 

设 G 是 一 个 无 向 图 ,对 于 G 的 每 一 边 e = xz, 用 两 条 弧 (w， 
vz),(vw;t&) 代 赫 ee, 记 所 得 到 的 有 向 图 为 D{G) 称 为 G 的 伴随 有 
向 图 。 通 过 考虑 G 的 伴随 有 向 图 户 (G) ,我 们 得 到 如 下 定理 : 

定理 8.1.7 设 z,y 是 图 G 的 两 个 点 , 则 G 中 边 不 重 的 x - 
y 路 的 最 大 数 目 等 于 分 离 z,y 的 运 的 最 小 数目 。 

推论 8.1.8 图 右 是 边 连通 的 当 且 仅 当 对 于 G 中 任意 两 个 
相 异 顶点 xm ,存在 至 少 友 条 边 不 重 的 x -一 路 。 

现在 讨论 共有 弧 容量 和 点 容量 的 网 络 。 如 果 一 个 有 向 网 络 中 ， 
不 仅 弧 具有 容量 限制 ,而 且 点 也 具有 容量 限制 。 也 就 是 说 , 进 人 点 
j 的 总 流量 值 不 超过 它 的 容量 w;, 即 对 每 点 j ,都 有 
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对 于 这 类 有 向 网 络 中 求 最 大 流 的 问题 ,也 可 以 化 成 在 一 个 新 
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的 网 络 中 , 求 基本 最 大 流 的 问题 。 具 体 做 法 如 下 : 

在 原 有 向 网 络 中 ,把 每 个 点 ; 分 为 两 个 点 j* 和 j- ,同时 在 产 
和 六 之 间 连 一 条 弧 (j' ,j-) ,其 容量 为 w;, 并 且 点 ; 的 每 条 人 弧 
(1 ) 都 改 为 (17 ,六 ) ,其 容量 不 变 ,点 了 的 每 条 出 绝 (7 ,大 ) 都 改 为 
(六 ,+ 》 ,其 容量 也 不 变 。 


8.2 最 大 流 问 题 的 算法 


最 大 流 问 题 的 算法 是 由 Ford 和 Fulkerson 于 1957 年 最 早 提 出 
的 ,基本 思路 是 从 任 一 个 可 行 流 (例如 ff 二 0) 出 发 ,判断 六 中 有 无 
关于 了 的 z -~ y 增 广 路 。 若 没有 这 样 的 增 广 路 , 则 7 了 是 最 大 省; 若 有 
这 样 的 增 广 路 , 则 可 根据 引 理 8.1.2 证 明 中 的 (6) 和 (7) 式 ,对 了 进 
行 调整 ,得 到 一 个 新 的 流量 更 大 的 可 行 流 广 ;对 f 再 重复 上 述 过 
程 ,直到 找 不 出 x ~ 了 增 广 路 为 止 。 

最 大 流 问 题 算 法 的 关键 在 于 寻找 z-y 增 广 路 ,我 们 可 以 以 地 
为 根 ,逐步 生长 树 的 办 法 来 实现 。 在 这 个 树 中 ,从 x 到 树 中 任 一 点 
v, 有 从 到 的 增 广 路 , 称 这 样 的 树 为 增 广 树 , 一 旦 y 进入 树 内 ， 
则 得 到 从 x 到 y 的 增 广 路 P。 在 P 上 , 按 定理 6.1 的 证 明 中 的 方法 
修改 流 ,得 到 一 个 新 的 流量 更 大 的 可 行 流 。 如 果 增 广 树 不 能 再 生 
长 ,而 y 不 属于 树 , 则 三 是 最 大 流 。 

生长 增 广 树 可 雇用 标号 方法 ,在 标号 过 程 中 ,一 个 点 仅 有 下 列 
三 种 状态 之 一 :标号 已 检查 (有 标号 且 所 有 相 邻 点 都 标号 了 ); 标 号 
未 从 查 ( 有 标号 ,但 某 些 相 令 点 未 标号 ) ;未 标号 ,一 个 点 v; 的 标号 
由 两 部 分 组 成 ,并 取 两 种 形式 (+ j,5(i)) 和 (一 7,3(i)) 之 一 ,如 
果 wv; 被 标号 县 存在 强 (wv, vw}, 使 得 f < c; , 则 未 标号 点 给予 
标号 {+ i ,8()) ,其 中 

(7) = min{ dt) ,cn - fol; 
如 果 i 被 标号 且 存在 弧 (u ,vi) ,使 得 f > 0, 则 未 标号 点 也 
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给 予 标 号 (一 i,5(7)), 其 中 
6(i) = min{ (7, fi}. 
当 讨 程 继续 到 被 标号 时 ,一 条 从 z 到 y 的 增 广 路 被 找到 , 且 
它 的 流量 可 以 增加 8(y)。 恕 果 坟 程 不 能 进行 ,日 y 没有 得 到 标号 ， 
则 不 存在 x ~- 了 增 广 路 。 这 时 , 令 5 是 所 有 标号 点 的 集合 ,了 是 所 
有 未 标号 点 的 集合 , 则 (S, 了 ) 是 一 个 截 集 ,由 定理 8.1.4 知 , 截 集 
(S,T) 的 容量 就 是 最 大 流 的 值 。 
Ford 一 Fulderson 标号 算法 
步骤 0 邻 f = {fj1 是 任意 可 行 流 ,可 能 是 零 流 , 令 .rz = vo， 
给 > 一 个 永久 标号 (- ,co) 
步 棱 【 
1.1 如 果 所 有 标号 点 都 被 检查 , 转 步 又 3, 和 否 财 ， 
1.2 找 一 个 标号 但 未 检查 的 点 w， 并 做 如 下 检查 :对 每 一 弧 
【mo 如果 万 < cz 且 z 未 标号 , 则 给 标号 (+ i,5(7)), 共 中 
60) = min{ (i),c, -万 | 
对 每 一 张 (vj ,mw ,如 果 fi > 0 且 vw 未 标号 , 则 给 vw, 标号 (一 让 ， 
5(7)), 其 中 
6{j) = min{ fi:, 6807)1 
如 果 y 被 标号 , 则 转 步 又 2; 否则 返回 1.1。 
步骤 2 由 点 > 开始 .使 用 标号 的 第 一 个 元 素 构造 一 条 增 广 
路 Pt 点 y 的 标号 的 第 一 个 元 察 表示 在 路 中 倒数 第 二 个 点 的 下 标 ， 
而 这 第 二 个 点 的 标号 的 第 一 个 元 素 表示 倒数 第 三 个 点 的 下 标 ,等 
等 ), 在 P 上 作 5(y) 平 移 得 新 的 可 行 流 (标号 的 第 一 个 元 素 的 正 
负 号 表示 通过 增加 或 减少 弧 流 来 增 大 流 值 )。 以 了 代替 了 /去掉 点 
工 外 的 所 有 标号 , 转 步 又 1。 
步骤 3 这 时 可 行 流 是 最 大 的 。 把 所 有 标号 点 记 为 S ,未 标号 
点 记 为 了 , 则 (S,T) 是 一 个 最 小 截 集 。 
从 算法 的 过 程 可 以 看 出 ,只 要 N 中 存在 增 广 路 ,算法 就 一 定 
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能 找到 增 广 路 ,所 以 当 标 号 算法 中 止 时 ,就 一 定 达 到 了 最 大 流 。 那 
么 ,算法 能 否 在 有 限 步 内 中 止 呢 ? 当 弧 容量 为 无 理 数 时 ,可 以 找到 
例子 ,使 算法 不 能 在 有 限 步 内 终止 ,而 且 流 的 极限 值 严 格 小 于 最 大 
流 的 值 ,实际 问题 中 容量 全 为 有 理 数 ,可 以 把 容量 笠 上 一 个 适当 的 
因子 ,化 为 全 是 上 整数 的 情形 。 因 此 ,我 们 可 以 仅 讨论 容量 全 是 整数 
的 情形 ,此 时 根据 整流 定理 ,最 大 流 V(f) 也 基 整 数 且 有 土 界 ,我 
们 可 以 从 一 个 整数 可 行 流 ( 例 如 f 二 0}) 开始 ,每 一 步 取 6 为 整数 。 
车 最 大 流 值 为 w(.P) ,因为 每 一 次 增 广 , 流 的 值 至 少 增 加 一 个 单位 ， 
因此 ,最 多 增 /”wt 了) 次 , 即 存 有 限 步 内 必 可 求 出 最 大 流 。 

现在 我 们 进一步 分 析 上 述 算 
法 的 复杂 性 。 由 于 增 广 的 次 数 可 能 
和 最 大 流 值 有 关 。 因 此 ,这 个 算法 “ 
不 是 有 效 算法 。 对 图 8.2 中 的 网 络 
N,N 中 最 大 流 的 值 显然 是 2x。 
如 果 从 零 流 开始 , 并 且 轮 流 选择 几 32 
zpuvsy 和 zrvagy 作为 增 广 路 ,四 为 在 每 一 种 情形 于 , 流 值 每 次 都 
恰好 增加 1 ,因此 ,这 个 标号 法 要 增 广 2 - 1。 由 于 疡 是 任意 的 ， 
所 以 在 这 个 例子 中 完成 标号 法 所 需 的 计算 步 又 不 能 用 ” 和 e 药 画 
数 来 限定 , 邑 它 不 是 有 效 算法 。 

Edmonds 和 karp 证 明 : 标 号 算法 的 标号 过 程 中 ,遵守 先 标号 点 
先 检查 的 原则 , 则 上 述 算 法 就 转变 为 有 效 算法 。 利 用 该 原则 ,实际 
上 ,每 次 增 广 都 选择 最 短 的 
增 广 路 来 进行 ,图 8.2 所 示 
网 络 中 的 最 大 流 仅 用 两 次 
增 广 就 可 以 求 出 。 

例 1 求 图 8.3 所 示 网 
络 中 从 点 1 到 6 的 最 大 流 ， 
图 中 弧 旁 的 第 一 个 数字 表 图 8.3 
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示 容 量 ,第 二 个 数字 表示 给 定 的 初始 流 。 
用 下 ord-Fulkerson 标号 算法 的 选 过 程 表 示 在 图 8.4 中 。 


{+2.2) 


图 8.4 

在 Edmons 和 Karp 之 后 ,围绕 着 如 何 减少 求 网 络 最 大 流 算 法 
的 计算 量 , 相继 出 现 了 许多 改进 的 方法 。 下 面 简要 介绍 根据 
Karzanov 的 预 流 推进 思想 提出 Dinits 方法 和 MPM 方法 (由 
Malbotra 及 Pramodh 和 Maheshwari 提出 )。 

Dinits 方法 的 思想 是 对 / 求 最 短 增 广 路 时 ,首先 搜索 出 所 有 的 
最 短 x ~ y 增 广 路 ,而 不 是 每 次 找 出 一 条 ,对 每 条 这 样 的 路 作 平 移 
变换 后 ,再 重新 从 z+ 开始 搜索 新 的 最 短 x - y 增 广 路 ,Dinits 方 法 的 
第 一 步 是 构造 一 个 所 谓 分 朗 网 络 N{(f) 三 (Vr, Ep, ce)o 

设 f 是 一 个 可 行 流 , 令 Vo = |z1。 设 Vo, Vi,…, Vj-1 已 有 定 
义 (i 之 1), 令 

V,= {vlv 和 UV, 存在 xE Vi 使 ww EE 有 h 及 f(uv) < 


ctuv); 或 者 使 vn E E,f(vu) > 0|。 
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若 V; 关 仿 , 则 显然 /是 最 大 流 , 否 则 ,车 yE Vi, 令 Vi = 
|y1 。 和 否则 ,重复 上 述 过 程 ,定义 Vi,1。 

上 述 确定 Vo, V1 ,… 的 过 程 实际 上 是 广 探 法 的 实施 。 设 Vio， 
Vi,"…,V, 是 被 定义 的 集合 , Vo = {zx1,V, == {y1。 则 分 层 网 络 被 
定义 如 下 : 

设 Vj = UVi, 称 Vi 是 N(J) 的 第 j 层 ,考察 任 一 点 w E Vi， 
vE€E Vn(0 扣 rr-1)o 若 uv EE, 且 f(wuv) < clwuwv), 则 令 
uv EE Ecpuv) = cluv) - /(uw)( 称 uv 为 E 中 的 第 一 类 弧 )， 
车 wn E E, 且 ff(vn) > 0, 则 令 wa € Ey,cp(uv) = f(vn)( 称 wu 
为 五 中 的 第 二 类 弧 )。 . 

显然 ,分 层 网 络 N{ 了 ) 中 的 每 一 条 z ~ y 路 对 应 着 N 中 关于 / 
的 一 条 最 短 = - y 增 广 路 。 

Dinits 方 法 的 第 二 步 是 求 分 层 网 络 N(f) 上 的 一 个 极 大 流 方 。 
所 谓 极 大 流 是 指 每 条 x - y 路 上 ,都 至 少 有 一 条 弧 uv ,使 (uv) 
= cy(uv)( 称 ww 为 饱和 驱 )。 上 其 体 做 法 是 ， 

设 了 是 任意 一 个 可 行 流 , 可 能 是 等 流 ,利用 深 探 法 求 N(f) 上 
的 一 条 > - y 路 P, 令 

Pi = min [cu0))。 
在 Pi 上 作 81 的 平移 得 万 ,修改 红 容 量 cyt uv) 为 
cuv) - fituv){t uv €E Pi)。 
从 N( 了 f) 中 去 掉 饱 积 弧 ,再 用 深 探 法 ,重复 上 述 过 程 ,直到 找 不 到 
一 y 路 时 停止 ,从 而 得 极 大 流 方 。 
不 难看 出 ,N(f) 上 的 极 大 流 不 一 定 是 N(f) 上 的 最 大 流 。 
Dinits 方法 的 第 三 步 是 把 fy 加 到 上, 即 令 
(uv) = fuv) + fy(uv) ,车 uv 是 第 一 类 弧 
fluv) = fluv)} — fr( xz) ,车 uv 是 第 二 类 弧 
(uv) = Fa ,对 五 中 其 余 的 弧 um。 
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则 广 是 六 上 的 一 个 流量 为 (7) + wt 所) 的 可 行 流 ,这 里 uv(f) 表 
示 流 广 的 流量 。 

在 Dinits 方法 中 ,从 到 fi, 至 少 “ 截 断 ” 一 条 工 - 路 , 即 
至 少 有 一 条 弧 被 饱和 ,与 此 对 应 的 MPM 方法 是 另 一 种 类 型 的 方 
法 , 它 每 次 截断 一 些 x - » 增 广 路 , 即 有 一 点 被 “饱和 ”。 下 面 就 来 


介绍 MPM 方法 。 

记 | | 

Cr(v, V,) 一 rcerfea) CrCVra) 一 Dyeluv)o 
vw BI mEB 

Cy(v, Vi), Ci( Vjsw) 分 别 表示 了 可 以 从 输出 的 流量 的 上 界 和 
可 以 输入 的 流量 的 上 界 。 

个 

< 


min{C/(v VA CAV oo vA ry 
Flv) = 4Cr(v, Vy). w= 7 
Cl Vere,»v) v=y 
设 F{vwo) = min{ FCv)| ,车 Fn) = 0, 则 wo = xz 或 y 时 ,容易 
看 到 ,此 时 [已 是 最 大 流 。 否 则 , 设 mm 天 zy* 则 委 去 vo, 重新 计算 
F(lw)o 和 车 Flwo) > 0, 则 由 天 (wo) 的 最 小 性 可 知 ;:F(wo) 单位 的 流 
量 可 以 从 之 通过 wo 输送 到 yy 去 。 设 vo € Vi, 我 们 可 以 设想 要 从 习 
提取 (wo) 单位 的 物资 输送 到 ~ 去 ,为 此 ,我 们 逐一 地 考虑 从 指 
向 Vi 的 每 条 弧 。 因 为 这 些 弧 的 容量 之 和 至 少 是 FLvwo), 故 总 可 以 
在 弧 流 量 不 超过 容量 的 前 提 下 ,把 FCwo) 单位 的 物资 输送 到 Vi 
中 去 。 对 Vi 类似 的 考虑 ,最 后 可 以 把 (wo) 单 位 的 物资 经 过 wo 全 
部 输送 到 y 点 ,从 而 得 到 流量 为 (wo) 的 可 行 流 方 。 易 见 ,六 流 人 
点 vo 的 总 重 为 F(ww)。 由 F(tw) 的 定义 ,流入 点 vo 的 总 量 就 不 可 
能 再 增 大 了 , 故 以 NM{ 门 中 于 去 点 wgo 对 NN( 有 一 wn 中 任 一 弧 ww， 
把 cy(uw) 修改 为 cy(nv) 一 六 (uv) ,再 计算 F(a) ,重复 上 述 过 程 ， 
求 f,, 直 至 某 一 步 ,F(x) = 0 或 F(y) =0 时 停止 。 于 是 对 每 个 uw 
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CE i, 令 Cam) 三 fi(uv) + 六 (az 十 … , 则 fi 二 和 fr( uw) 是 
N(f) 上 的 极 大 流 。 


8.3 ”最 小 费用 流 问 题 


前 此 节 的 最 大 流 问 题 中 ,我 们 讨论 的 网 络 流 仅仅 涉及 到 流量 ， 
而 没有 考虑 网 络 流 的 费用 ,在 许多 实际 问题 中 ,我 们 还 必须 考虑 流 
的 费用 ,例如 ,在 标准 运输 问题 中 ,往往 要 求 在 完成 一 定 运 输 性 务 
的 前 提 下 ,使 运输 总 费用 最 省 .本 节 将 讨论 与 费用 有 关 的 网 络 流 的 
问题 。 
定义 8.3,1 给 定 一 个 有 向 图 D = (V,A), 对 性 意 的 弧 4 € 
太 , 设 1(u),cla) 是 弧 4 的 下 ,于 容量 函数 (0 所 a) 所 c(a)); 
b(a) 是 强 a 上 单位 流量 的 费用 , 称 为 费用 函数 ;对 任意 的 顶点 vw 
E VV, 称 alwv) 是 表示 顶点 % 的 供应 量 或 需求 量 , 称 为 供需 晴 数 ， 
它 满足 
Zlv) =0 0 
此 时 ,得 到 的 网 络 W = {V,Ah ,1,c,aib) 称 为 容量 - 费用 网 络 。 
类 似 于 最 大 流 网 络 , 我 们 也 可 以 定义 容量 - 费用 网 络 的 可 
行 流 。 
定 交 8.3.2 设 /: {| 是 给 定 的 网 络 N 上 的 一 个 流 ,如 果 
了 满足 
六 (六 (一 7 
让 (4) 
则 称 了 是 N 上 的 一 个 可 行 流 , 流 三 的 总 费用 可 以 表示 为 
0 门 一 2 了 
最 小 费用 流 问题 就 是 在 这 样 的 网 络 中 寻找 总 费用 最 少 的 可 行 
流 , 最 小 费用 流 问题 也 可 以 用 线性 规划 来 描述 ; 
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minb (f) = 之 
st > 方 -2 太 =aV) YAETY7 (5) 
fe VY(i,j)EA 
设 N=(V,A,i(a),cla) ,alv),b(a))。 我 们 首先 研究 万 
的 一 个 流 是 最 小 费用 流 的 判别 准则 。 
设 C 是 五 的 一 个 咖 , 若 给 C 规定 一 个 方向 , 则 相对 于 这 个 方 
向 ,C 上 的 弧 被 分 为 两 类 CC 。 
设 了 是 刀 上 的 一 个 流 , 如 果 
fi<o 当 (站 EC 
或 > DEC 
则 称 C 是 关于 了 的 增 广 图 。 值 得 注意 的 是 ,C 是 否 是 增 广 轩 ,不 仅 
与 有关, 还 与 C 的 方向 有 关 。 
设 避 是 口中 关于 了 的 增 广 图 , 令 
0 = mint min 《cj 一 fa) ,min (fo 一 i} 
则 8 > 0。 | 
构造 一 个 新 的 流 产 = {fal; 
fit+8 Viv 和 C+ 
fj = -8 wiv € CC 
fi wiv CC 


称 fF 是 由 了 在 圈 C 上 作 8 平移 而 得 到 的 , 记 为 了 = / 2。 
不 难 验证 ,对 任 一 点 w EY， 
Fw) v= ff) 
即 这 种 变换 总 保持 在 每 一 点 的 “ 净 流 出 量 ” 不 变 , 且 
万 < fi 对 ET vw EC ， 
fy < cs 对 任 一 vv; EE Ci。 
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显然 ,车 是 N 上 的 可 行 流 ,f = Pp 六 也 是 N 上 的 可 

行 流 ,现在 比较 一 下 f 和 /的 费用 变化 。 
5(f) -Bf) = Sbaf's — Zafs 
=0( 2 5 2 bs) 
称 > pi - 谊 ， 三 为 图 CC 的 费用 , 记 为 5(C; 了 {显然 ,车 忆 的 定 
向 不 同 , 则 5(C; 站 相差 一 个 符号 ). 由 650) -86( 放 = 金 (C; 刘 及 
9 > 0, 得 :车 f 是 最 小 费用 流 , 则 对 任 一 关于 f 的 增 广 图 C, 有 
(Ci 之 0。 

一 般 地 ,我 们 有 下 列 定 理 。 

定理 8.3.1 可行 流 ”是 最 小 费用 流 , 当 且 仅 当 N 中 不 存 
在 关于 f” 的 负 费 用 的 增 广 图 , 即 对 N 中 的 任意 增 广 图 CC, 都 有 
plC;f*) 完 0。 

定理 8.3.1 的 证 明 , 请 参见 有 关 文 献 , 此 处 略 。 

由 定理 8.3.1 可 兄 , 一 个 流 / 是否 是 最 小 费用 流 ,看 两 个 条 件 : 

《1) 可 行 性 条 件 : 即 满足 : 

Fe) flv) = ul(v) vuvEYV 
ila) fa) cla) a€a 

(2) 最 优 性 条 件 : 即 不 存在 关于 了 的 负 费 用 的 增 广 图 。 

因此 我 们 可 以 通过 不 同 途径 去 解决 最 小 费 流 的 问题 。 

一 个 是 在 计算 过 程 中 ,总 使 了 满足 可 行 性 条 件 。 面 使 了 逐步 向 
满足 最 优 性 条 件 过 湾 ,一 旦 /满足 最 优 性 条 件 , 即 为 最 小 费用 流 。 

另 一 个 是 在 计算 过 程 中 ,总 使 流 上 满足 最 优 性 条 件 ,而 使 F 逐 
步 地 向 满足 可 行 性 条 件 过 小 ,一旦 了 可 行 , 即 为 最 小 费用 流 。 

第 三 途径 是 在 计算 过 程 中 ,使 流 了 逐步 地 向 可 行 性 条 件 和 最 
优 性 条 件 过 渡 , 一 旦 同时 满足 了 可 行 性 条 件 及 最 优 性 条 件 , 该 流 
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(6) 


孝 为 最 小 费用 流 。 

应 该 指出 的 是 :最 优 性 条 件 有 时 是 通过 其 它 条 件 去 实现 的 ,这 
一 点 对 算法 的 讨论 很 有 用 ,比如 我 们 可 以 证 明 如 下 定理 , 它 相 当 于 
运输 问题 中 的 “位 势 ” 条 件 。 

定理 8.3.2 车流 /是 可 行 流 ,如 果 对 每 点 vw; E V ,存在 数 
ri( 称 为 “位 势 ") ,满足 : 


人 -x bfy = cs 
《7) 


| 
~ 


ri; < bi fy = 
则 了 是 最 小 费用 流 。 
证 明 车 C 基 关 于 了 的 增 广 图 , 则 
当 vw €E CH fy < oy 从 而 者 一 
当 vw EC 时 ,fy > 本 ;从 而 二 一 zt 之 5; 
于 是 ， 
ACI nm-a) -Dln-) = 0, 


因此 ,由 定理 8.3.1 得 结论 成 立 。 证 毕 。 
最 后 介绍 一 类 特殊 的 最 小 费用 流 问 题 一 一 标准 运输 问题 。 
设 有 m 个 发 点 ,2 个 收 点 ,分别 有 产量 a1,as,… ,a 和 销量 
下 82 这 里 
Sa 一 D6, 
已 知 从 第 i 个 发 点 到 i 个 收 点 的 单位 运输 费用 为 5; ,要 求 运输 总 费 
用 最 小 的 运输 方案 。 即 求 一 组 人 三 1 ,2.°* ,p13 三 1,2,..…, 
mr) ,满足 : 


Pyro 二 as {i = 1,2,.…, nt) 
Sz = (= 1,2,.,n) 
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并 使 之 ,之 jb 达到 极 小 。 这 里 ri 表示 从 第 ; 个 发 点 运往 是 j 个 
收 点 的 数量 。 

构造 一 个 完全 二 部 图 并 ，= (X,Y,E),X = 于 ri za 
Tn 对 任 一 边 .xiv; ,定向 成 弧 ziy ,并 令 弧 
tv; 上 的 容量 为 1;; = 0,cj =+ os, 男 外 , 令 

dti) = ddly) = H(i = 42 3 = 12, no 

于 是 得 到 网 络 N = (VA,7a),cfa),a(v),w(a))。 因 此 ,这 个 
问题 等 价 于 在 D 上 求 最 小 费用 流 问 题 。 


8.4 最 小 费用 流 的 算法 


本 节 考 虑 传统 的 单 源 , 单 汇 网 络 的 最 小 费用 流 问题 ,其 中 z 为 发 
点 ,y 为 收 点 ,每 条 强 的 下 容量 函数 为 0,5(la) 之 0 是 定义 在 4 上 的 费 
用 函数 。 景 小 费用 流 问 题 就 是 在 网 络 N 中 计算 流 值 为 Y ”的 最 小 费用 
流 /; 当 Y ”是 最 大 流 时 ,最 小 费用 流 f 也 称 为 最 小 费用 最 大 流 - 下 面 
我 们 讨论 流 值 为 VY” 的 最 小 费用 流 问 题 ,其 可 行 性 条 件 为 : 


和 三 工 
ff (wn)- /Cv 10 UL (8) 
一 和“ 让 二 yy 


0 fo A i (Tt E 1 
其 中 ,z ”是 网 络 N 的 指定 芒 值 。 

本 节 介 绍 求 最 小 费用 问题 的 几 个 算法 。 

一 、 原始 算法 

这 个 算法 是 Klein 根据 定理 8.3.1 提 出 的 , 它 是 根据 解决 最 小 
费用 流 的 第 一 个 途径 ,算法 的 基本 思想 是 首先 从 NN 的 任 一 个 满足 
流 信和 为 a” 的 流 让 出 发 ,所 是 最 小 费用 流 当 且 仅 当 N 中 任 一 关于 
刘 的 增 广 攻 上 ,都 有 6(C,/") 学 人 因此 一 般 地 设 已 育 流 /, 检 

”2273 “。 


查 每 一 个 关于 产 的 增 广 圈 的 费用 。 若 所 有 增 广 团 的 费用 非 负 , 则 
产 就 是 最 小 费用 流 ; 若 有 某 个 增 广 圈 C 的 费用 小 于 零 , 则 对 产 作 


C 
在 增 广 题 C 上 的 平移 ,得 产 … 一 ,这 里 


8 = min | min (ci - 方 ),min 方 | 


则 产 *! 仍 是 具有 流 值 ”的 网 络 流 ,并 且 上 中 产 2 < 5 天 ) ,对 产生 
重复 上 述 过 程 ,直到 设 有 负 费 用 的 增 广 圈 为 止 。 

因此 ,问题 的 关键 是 寻求 关于 六 的 负 费 用 增 广 园 。 首 先 注意 
到 , 若 尼 是 关于 了 的 增 广 圈 , 则 根据 定义 , 它 的 费用 2&(ci 门 为 


之 b, — 之 5 ， 


因而 ,和 如果 把 C7 中 的 弧 viw; 反 向 , 且 令 它 的 权 是 -55, 而 C! 中 的 
弧 的 方向 不 变 , 且 令 权 为 5;, 则 CC 就 是 一 个 回路 。 回 路 的 权 恰好 是 
增 广 回 的 费用 ,这 样 ,就 把 求 负 费用 增 广 圈 的 问题 转化 成 求 抽 回路 
的 问题 。 

其 次 ,我 们 分 析 一 下 哪些 弧 可 能 在 某 个 增 广 禾 C 上 的 C* 中 ， 
哪些 可 能 在 C” 中。 

设 给 定 一 个 可 行 流 f, 则 N 中 的 弧 是 如 下 三 种 类 型 之 一 : 

(1) 万 =0, 则 弧 ww 只 能 在 CT? 中 

(2) 万 = co; 则 弧 wu 只 能 在 C7 中 

(3) 0 过 所 << 065; 则 缠 ww 可 能 在 C* 中 ,也 可 能 在 C 中 。 

基于 这 个 分 析 ,构造 一 辅助 有 向 图 DID 六 = (V,A'， 
w(ta)), 其 中 司 (/) 与 品 有 相同 的 顶点 集 。 

车 vivi 万 ALN}) 是 (1) 型 弧 , 则 viv; € 4 , 且 二 

著 um E ACN) 是 (2) 型 弧 , 则 wo € A', 自 wi = bi; 

车 vv; E A(N) 是 (3) 型 训 , 则 vv €E A', 生 wy = Bi, wi 
= bye 

于 是 ,寻求 关于 了 的 负 费 用 增 广 疼 就 等 价 于 求 D( 的 负 回 
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路 .因此 , 求 最 小 费用 流 的 原始 算法 可 描述 如 下 : 

步骤 0 应 用 最 大 流 算法 求 N 的 满足 流 值 为 。" 的 流 f, 令 上 
=0,F= fi 

步骤 1 构造 辅助 网 络 D( 六); 

步骤 2 在 D{ 产 ) 中 寻求 负 回 路 。 若 无 负 回 路 , 则 计算 结束 ， 
产 是 最 小 费用 流 ;否则 ,得 到 一 个 关于 产 的 负 费 用 增 广 圈 C 负 回 


路 的 方向 是 增 广 图 C 的 正方 向 ) ,以 产 2 代替 产 , 转 步 又 1。 

二 、 对偶 算法 

求 最 小 费用 最 大 流 的 原始 算法 是 由 任意 一 个 指定 流出 发 ,在 
保持 流 值 的 前 提 下 ,逐步 改进 可 行 流 , 使 它 的 费用 越 来 越 小 ,直到 
得 到 费用 最 小 的 指定 流 。 现 在 介绍 一 种 最 小 费用 流 的 对 偶 算 法 , 即 
由 值 v( 了) 之 v* 的 最 小 费用 流出 发 ,在 始终 保持 费用 最 小 的 前 提 
下 ,逐步 增加 可 行 流 的 值 ,使 得 可 行 流 的 值 越 来 越 大 ,直到 达到 指 
定 流 为 止 。 开 始 的 最 小 费用 流 总 是 存在 的 ,因为 二 0 是 值 为 0 的 
费用 最 小 的 流 。 

因此 ,我 们 要 解决 的 主要 问题 是 ;车 了 是 流量 为 v( 耻 ) 的 所 有 可 
行 流 中 费用 最 小 的 ,如 何 从 三 过渡 到 下 一 个 最 小 费用 的 可 行 流产? 

我 们 知道 ,在 带 收发 点 的 网 络 中 ,通过 流 在 增 广 路 上 的 平移 变 
换 可 以 得 到 另 一 个 可 行 流 。 设 不 是 指定 流 , 则 存在 关于 的 x - 


P 
y 增 广 路 , 设 是 其 中 一 条 ,对 f 作 平移 变换 ,得 /= /一 8, 这 时 
厂 的 费用 为 
6(CF) = 6(f) + 0(2 bs - 2 5) 


因此 ,( 了 5 - 了 55) 表示 沿 P 增 加 单位 流量 所 需要 的 费用 , 简 


称 为 了 的 费用 ,让 为 6(P; 了 /)。 
利用 定理 8.3.1, 我 们 可 以 证 明 如 下 结论 : 
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定理 8.4.1 若是 流量 vw{ 了) 的 最 小 费用 流 ,P 是 关于 了 的 


最 小 费用 的 z - ? 增 广 路 , 则 广 = /9 是 流量 为 2(/) + 6 的 最 
小 费用 流 。 

根据 这 个 定理 ,从 一 个 最 小 费用 可 行 流 过 渡 到 下 一 个 最 小 费 
用 可 行 流 的 关键 是 要 计 求 最 小 费用 的 增 广 路 ,类 似 于 原始 算法 ,对 
应 于 可 行 流 了 ,构造 辅 肪 有 向 图 D(/) , 则 求 关 于 /的 最 小 费用 x - 
> 增 广 路 的 问题 转换 成 求 D(C7) 的 最 短 + - y 有 和 丫 路 问题 因此 ， 
Busacker,Gowen 1961 得 出 对 偶 方 法 的 计算 步骤 如 下 : 

步骤 0 令 彤 三 0( 它 是 流量 为 0 的 最 小 费用 流 );R = 0; 

步 又 1 构造 D(/); 

步 坚 2 求 了 (上 产 ) 中 最 短 zy 有 向 路 , 阁 不 存在 这 样 的 路 ， 
则 六 是 最 小 费用 最 大 流 ,计算 结束 ;否则 得 到 相应 的 增 广 路 也, 今 


0 = min {min (cj — RE) ,min fo 
p . 


用 一 0 代 答 产 返回 步 双 ]。 

最 后 ,我 们 介绍 一 下 以 定理 8,.3.2 为 基础 的 算法 , 它 通 常 被 称 
为 原始 - 对 侦 算 法 ,这 个 算法 的 基本 思想 是 :每 一 点 zw 对 应 一 个 
数 和 (一 开始 可 以 令 所 有 的 点 都 对 应 零 ), 然 后 给 定 一 可 行 流 /= 
1 上 ,使 得 和 /满足 定理 8.3.2 中 的 (7)( 例 如 令 所 有 方 = 0)， 
由 定理 8.3.2,f 是 流 值 为 u(7) 的 最 小 费用 流 。 

车 风门 = wv" , 则 /达到 指定 流 , /就 是 最 小 费用 流 。 否 则 ,我 
们 可 以 增加 流量 ,在 增加 流量 的 过 程 中 ,保持 从 可 行 流 /到 可 行 流 
广 且 有 定理 8.3.2 中 (7) 式 成 立 , 直 到 of 门 = vw" 为止。 

由 最 大 流 算 法 可 知 ,增加 流量 的 办 法 是 找 增 广 路 。 为 了 得 到 满 
足 (7) 式 的 新 的 可 行 流 , 设 1 是 满足 f; < cy 且 -5 = 的 约 的 
全 体 ,R 表示 满足 一 后 = 姑且 方 >0 的 弧 的 全 体 ;用 U 表示 不 
在 1U R 中 的 强 的 全 体 , 则 我 们 在 TU RR 中 利用 求 最 大 流 的 标号 
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算法 , 找 这 样 的 增 广 路 。 如 果 增 广 帖 P 被 找到 , 则 f= 7 2 是 流 
值 为 u(f) + 9 的 最 小 费用 流 。 否 则 , 设 9 是 所 有 标号 点 集合 , 则 = 
€ Sy ES 
对 弧 vw 车 vw,E 5,v E55, 则 & -名 关 刀 或 fi = cj; 斩 
则 vw 应 得 到 标号 ,于 是 由 (7) 得 -之 本 或 ->b 且 ff 
= co 设 Al= |vE Sv E Sv EA}, 
1 = min|by — 6 -élvv€E A -Sl]s 
则 81 > 06 
对 弧 vw, 车 vw EES,v ES, 则 名 到 关 刀 或 让 =0, 和 否则， 
v; 应 得 到 标号 ,于 是 由 (7) 得 6 一 癌 刀 或 5 -名 之 By 且 fj = 
0, 设 4 = fw ES,vE€E Sv EAA}, 
6 = min(t + 6 -bl vo EE A 有 -E> bl|, 则 YN 
> 0。 
邻 5 = min|51,67|, 则 5 > 0。 令 
é, wiES 
3 一 | — 
上 十 全 CP 仿 
容易 看 出 ,至 少 有 一 条 强 从 不 属于 了 UR 变 成 属于 7 U R。 
现在 我 们 把 计算 步骤 委 述 如 下 
步 构 0 令 / 三 0, 对 每 一 v€ VS=0 
步骤 1 构 作 T,R,Q。 
步骤 2 利用 求 最 大 流 的 标号 算法 ,在 了 UR 圭 找 增 广 路 ,车 
TR 上 的 增 广 路 P 被 找到 , 则 转 步 又 3; 否则 , 转 步骤 4。 


步骤 3 用 <9 代替 f/. 医 af 站 = vw" , 则 计算 结束 ;否则 返 
回 步 又 1。 
步骤 4 计算 人 ,所 有 标号 点 v; 的 与 不 变 ,对 所 有 未 标号 点 
zu, 用 所 + 分 代 埠 志 ,返回 步 又 1。 
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8.5 甩 最 大 流 进 行 薄弱 环节 分 析 


当 一 根 链条 有 薄弱 环节 时 ,链条 所 能 承受 的 最 大 拉力 就 应 该 
等 于 其 薄弱 环节 能 承受 的 最 大 拉力 ,和 欲 增加 这 根 链条 承受 的 最 大 
拉力 ,就 必须 加 强 薄 纶 环节 。 当 水 流 经 过 管道 时 ,如 果 有 一 部 分 管 
赣 特 别 细小 或 被 淤塞 ,以 致使 水 流 不 畅 , 则 这 一 部 分 管道 便 成 为 薄 
弱 环 节 。 显 然 ,在 一 定时 间 内 ,能 流 过 这 一 部 分 管道 的 水 量 基本 上 
决定 了 流 过 管道 的 总 水 中。 这 些 简单 的 例子 ,揭示 了 这 类 问题 的 一 
个 共同 规律 , 即 能 否 正确 地 分 析 并 找 出 薄弱 环节 ,将 直接 决定 对 问 
题 中 的 薄弱 环节 是 显而易见 的 ,但 对 稍 复 杂 的 问题 ,就 不 是 那么 明 
显 了 。 下 面 介绍 了 和 如何 用 最 大 流 的 理论 和 方法 来 进行 薄 了 弱 环节 分 
析 , 我 们 以 排水 管道 的 翻修 作为 例子 。 

设 有 一 城市 的 排水 管道 网 的 简 图 (如 图 8.5) 所 示 , 瞩 水 的 雨 
水 集中 于 点 1,2 和 3。 


图 8.5 


通过 管道 和 暑 沟 (部 分 水 还 要 经 过 点 4) 流向 设置 有 污水 净化 
站 的 点 5, 经 过 净化 后 , 流 人 河中 。 设 各 弧 在 单位 时 间 内 容许 的 最 
大 排水 量 如 图 8.5 所 示 , 又 知 在 大 雨季 节 , 点 1,2 和 3 在 单位 时 间 
内 的 最 大 水 量 依次 为 : 
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Wi = 3, W; = 6,"W,=9 
在 大 雨季 节 ,排水 不 畅 ,街道 积 水 ,造成 损失 。 工 程 技术 人 员 认 为 ， 
问题 不 是 排水 管道 少 , 而 是 管道 年 久 失 修 ,产生 淤塞 ,一 些 排水 管 
道 不 通畅 所 致 。 其 理由 是 :按照 排水 管道 的 设计 尺寸 ,由 点 1,3,4 
到 5 的 单位 时 间 内 的 最 大 排水 量 应 分 别 为 10,7,3 ,而 不 是 大 雨 生 
节 从 点 5 分别 测 得 的 7,3 和 5。 现在 问 : 为 了 解决 大 雨季 节 排 水 不 
畅 的 问题 ,是 否 由 点 ] ,3,4 分 别 到 点 5 的 管道 都 要 翻修 ?如 果 都 要 
翻 的 话 , 由 于 不 能 在 下 一 个 大 雨季 节 到 来 以 前 人 金 部 都 翻修 好 , 问 先 
检修 哪 一 路 管道 最 有 利 ? 假 设 检 惨 这 三 条 管道 的 困难 程度 和 所 饥 
的 费用 都 差不多 。 

让 我 们 用 最 大 流 来 分 析 这 个 问题 ,根据 图 8.5 所 设 的 条 件 , 作 
出 一 个 新 的 网 络 图 。 如 图 8.6, 这 个 图 与 8.5 的 差别 在 于 人 为 的 增 
加 了 一 个 点 0, 它 到 点 1,2 和 3 的 弧 的 容量 分 别 等 于 Wj,W; 
和 Wie 


图 8.6 
这 样 , 在 单位 时 和 何 内 所 设 排水 管道 网 的 最 大 排水 量 就 等 于 由 
点 0 到 5 的 最 大 流 的 值 ( 如 图 8.6 所 示 。) 
从 图 8.6 可 以 看 到 , 弧 (1,5),(3,5) 和 (4,5) 构成 一 个 最 小 截 
集 , 其 容量 为 15, 即 可 设 排水 管道 网 的 最 大 流量 为 15, 这 个 数 比 大 
雨季 节 的 最 大 水 量 3+6+9= 18 小 3 个 单位 。 
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我 们 知道 ,要 增加 最 大 流量 就 必须 增加 最 小 截 集 中 弧 的 容量 ， 
让 我 们 首先 把 图 8.5 中 弧 (1,5) 上 的 容量 限制 去 掉 ( 即 设 Cis = 二 
oo) 来 求 新 的 网 络 {( 记 为 何 题 Pis) 上 的 最 大 流量 ( 设 为 Fis)。 因 此 ， 
有 Fs= 18 

同时 , 设 珀 (3,5) 上 的 容量 不 限 ,而 保留 其 余 弧 的 容量 限制 ， 
得 最 大 流量 为 Fs = 17 

设 弧 (4,5) 上 的 容量 不 限 ,而 保留 其 余 弧 的 容量 限制 ,得 流量 
为 Fa; 二 16 

由 此 可 知 ,检修 由 点 1 到 点 5 的 管 得, 使 最 大 流量 的 增加 最 多 
(我 们 把 这 段 狐 叫做 最 弱 环 节 ) ,而 且 只 要 检修 这 一 段 管 道 就 够 了 。 


习 题 八 


8.1 设 N={fV,4,C) 是 任 一 有 发 点 工 , 收 点 y 的 有 向 网 络 , 呈 
是 性 意 一 条 -vv 有 向 路 ,{ 尽 , 义 ) 是 任 一 截 集 。 证 明 吕 中 至 
少 有 一 条 狐 属 于 (X ,六 )， 

8.2 ”证 明 : 若 有 发 点 x, 收 点 v 欧 有 向 网 络 N 中 不 存在 + -vv 有 
向 路 , 唱 最 大 流 的 值 和 最 小 截 集 的 截 量 都 是 零 。 

8.3 设 (S,S),(T,T) 都 是 带 妆 发 点 的 网 络 N 中 的 最 小 截 集 ， 
证 明 :(SUT,SUT) 和 (S 门 了 ,S 门 了 ) 也 是 (中 的 酸 
小 截 集 。 

8.4 ”证 明定 理 8.1.7， 

8.5 设 t,y 是 有 向 图 站 中 两 个 不 相 朗 顶点。 证明: 站 中 内 部 不 相 
交 的 有 向 -vv 路 的 最 大 数目 等 于 分 离 zy 的 点 的 最 小 
数目 。 

8.6 设 r,y 是 无 向 图 门 中 两 个 不 相 邻 顶点 .证 明 G 中 内 部 不 相交 
的 7 一 路 的 最 大 教 昌 等 于 分 离 x,y 的 点 的 最 小 数目 。 
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8 .7 


8.8 
8.9 


8.10 


求 如 下 网 络 中 从 点 .+ 到 和 的 最 大 流 , 图 中 绝 旁 的 数字 表示 
容量 ， 


习题 8.7 
试用 Dinits 方法 和 MDPM 方法 求 8.2.1 中 网络 的 最 大 流 。 
设 是 有 发 点 .5 和 收 点 的 网 络 ,. 称 流 /是 N 上 的 一 个 可 
行 流 , 若 满足 : 

ea 


= 上 UXT,Y 
— tf) VU=y 

{1) 证 明 ”NN 有 可 行 流 当 且 仅 当 每 一 使 ta) >0 的 纯 4 EE 

及, 或 者 存在 回路 包 会 u .或 者 存在 工 一 路 包 售 二 
{2) 氢 迷 来 使 uCP 门 取 最 小 的 可 行 流 或 判明 不 存在 可 行 流 
把 求 二 部 图 上 最 大 流 的 问题 化 为 网 阁 上 的 最 大 流 人 问题 ,说 
明 负 和 牙 利 方法 中 的 增长 路 和 最 大 流 问 题 中 的 增 广 路 之 间 
的 关系 。 
在 上 证 图 所 示 的 网 络 N 中 ,用 原始 算法 求 一 个 从 工 到 v 的 最 
小 费用 最 大 流 , 其 中 缴 旁 的 第 一 数字 表示 单位 流 的 费用 ， 
第 二 个 数字 表示 容量 
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习题 8,11 


8.12 在 上 图 所 示 的 网 络 N 中 ,用 对 偶 算 法 求 一 个 从 x 到 yy 的 最 
小 费用 最 大 流 。 
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9 图 与 网 络 模型 应 用 实例 


图 论 方法 是 建立 离散 数学 模型 的 重要 方法 。 本 章 通过 三 个 数 


模 竞 赛 的 实例 介绍 图 论 方法 的 应 用 。 
9.1 纽约 市 街道 清扫 规划 
一 、 问题 提 出 


纽约 市 卫生 事业 的 年 预算 费用 大 约 为 2 亿美 元 ,其 中 1000 万 
美元 用 于 清扫 街道 ,市 政府 希望 能 建立 一 个 数学 模型 ,对 清扫 路 线 
进行 规划 ,使 整个 清扫 工作 的 费用 最 低 。 

显然 街区 可 以 用 图 来 表 
示 , 由 于 单行 街道 的 存在 ,通常 
还 是 有 向 独 。 图 9.,1 就 是 一 个 简 
单 的 街区 图 ,中 路 为 单行 主干 
线 , 车 辆 必须 按 第 头 方向 通过 。 
用 图 来 表示 后 ,问题 似乎 十 分 
简单 ,只 需 把 街道 分 成 若干 片 ， 
使 每 片 都 能 在 一 个 清扫 周期 内 打扫 完毕 即 可 。 但 清扫 工作 是 市 政 管 
理 的 一 部 分 , 它 会 受 多 方面 制约 。 

他 清扫 必须 和 交通 规划 相 一 致 ,例如 ,在 车 辆 繁忙 的 时 段 内 
一 些 主要 街道 是 不 允许 清扫 的 。 

名 清扫 还 必须 和 停车 规划 一 致 , 即 清 扫 街 道 时 路 边 必 须 没 有 
停车 .一 些小 城市 可 以 要 求 市 民 服 从 和 清扫 相 一 致 的 停车 规划 ,但 
在 纽约 这 样 的 方案 是 行 不 通 的 。 


图 9.1 
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多 城市 一 般 都 分 成 几 个 行政 区 ,清扫 范围 也 许 还 不 允许 越 出 
本 区 范 潮 。 

由 于 这 些 限 制 条 件 的 存在 ,清扫 问题 开始 变 得 复杂 了 。 但 顶点 
在 问题 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ,因为 下 一 步 清 扫 哪 一 条 街道 可 以 
看 成 是 在 顶点 (街角 ) 处 决定 的 。 

二 、 问题 分 析 

整个 清扫 工作 可 以 这 样 进 行 :首先 根据 交通 规则 各 停车 规则 
列 出 一 段 时 间 内 可 以 清扫 的 街道 来 ;然后 找 出 一 个 能 履 盖 这 些 街 
道 的 圈 ; 最 后 将 这 个 圈 合 理 地 分 成 若干 段 ,由 清扫 工人 按 规 定 清 
扫 。 这 里 的 “合理 " 包公 和 若 双 重 含意 , 既 要 在 限定 时 间 内 扫 完 ,又 要 
是 较 经 济 的 。 

这 样 ,清扫 向 题 被 分 割 成 若干 个 子 问 题 , 即 在 一 段 规定 时间 内 
清扫 某 些 指 定 街 道 的 向 题 ,在 确定 某 一 时 段 应 清扫 的 街道 后 ,首先 
要 寻找 出 一 个 量 小 覆盖 圈 或 近似 最 小 覆盖 。 一 般 来 说 ,能 包含 所 有 
边 的 圈 通 过 某 些 边 可 能 需要 两 次 或 者 蝎 多 次 ,如 果 最 小 猎 盖 圈 是 
砍 拉 天, 即 该 种 经 过 所 有 顶点 走 过 每 条 边 怡 好 一 次 。 这 当然 是 最 短 
圈 , 关 于 欧 拉 圈 的 判断 ,有 如 下 定理 : 

定理 9.1.1 有 向 图 D = (V,A) 具 有 欧 拉 圈 的 充分 必要 条 
件 是 :D 是 连通 的 , 且 对 于 每 一 顶点 ,wv € V,d (aa) = d' (wv)。 

这 一 定理 的 成 立 是 十 分 明显 的 ,因为 当 且 仅 当 对 每 一 顶点 进 
入 边 数 等 于 离开 边 数 时 ,才能 绕 行 一 图 而 回 到 诛 处 。 

如 果 考 察 的 子 图 中 不 存在 欧 拉 圈 , 则 在 清扫 中 一 定 经 过 这 样 
的 街道 , 它 已 经 清扫 过 ,但 清扫 车 必须 再 次 通过 它 。 当 然 , 当 清扫 车 
通过 一 条 不 需 清 扫 的 街道 时 可 以 提起 扫把 ,以 两 倍 于 清扫 的 速度 
通过 它 { 这 段 时 间 称 为 握 升 时 间 )。 可 以 看 出 ,问题 的 关键 在 那些 入 
度 和 出 度 不 等 的 顶点 处 ,在 这 些 顶 点 对 应 的 街角 处 ,工大 一定 会 仙 
到 提升 打 把 驶 向 另 一 街角 重新 开始 清扫 的 情况 。 由 于 要 清扫 的 街 
道 是 预先 指定 好 的 ,因而 问题 的 实质 就 是 找 出 一 个 图 ,使 浪费 掉 的 
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提升 时 间 的 总 和 最 少 。 

记 d(x) 为 硕 点 的 出 度 与 人 度 之 差 。 若 d(xz) < 9, 则 称 z 为 
负 结 点 ,车 4{x) > 0, 则 称 x 为 正 结 点 。 对 负 结 点 ,存在 着 过 剩 的 
进入 边 , 对 正 结 点 , 存在 闭 过 剩 的 发 出 边 , 过 剩 的 条 数 均 为 


| d(.r) | 总 
为 了 构造 出 一 个 履 盖 名 ,我 们 必须 添加 一 些 新 的 边 ( 也 可 以 是 
重复 边 ) ,使 得 添加 后 的 新 图 中 每 一 顶点 zx 均 满 是 4(x) = 0。 需 要 


特别 说 明 的 是 ,由 于 漆 加 边 是 不 必 清 扫 的 ,它们 可 以 不 在 此 子 图 
中 ,只 变相 城市 所 有 街道 对 应 的 大 图 中 存在 即 可 。 

定义 9.1.1 设 G 是 一 个 每 边 都 附 有 一 个 长 度 的 有 向 图 ,HH 
是 包含 G 的 {大 ) 图 ,其 边 也 附 有 长 度 。 若 A 是 如 中 的 按 的 子 集 且 
满足 : 

(1) 将 及 渗入 G 中 作成 新 图 (; ,对 GG’ 和 鲍 每 一 顶点 x .有 d(x) 
= Qe 

(2) 在 满足 (1) 的 集合 中 A 具有 最 小 的 总 长 度 , 则 称 点 为 心 
关于 并 的 最 小 添加 集 。 

根据 前 而 的 分 析 ,读者 容易 证 明 下 面 的 定理 成 立 。 

定理 9.1,2 如 关于 日 的 最 小 添加 集 必 可 分 成 由 G 的 负 顶 点 
到 正 顶 点 的 通路 ,车 d(x) = -- (或 上 ), 则 有 天 条 这 样 的 通路 由 
zx 处 发 出 {或 进入 )。 

图 9.2 给 出 了 -一 个 具体 例子 ,顶点 旁 枚 号 内 的 数字 为 该 顶点 
处 的 4{xr) 值 ,虚线 过 所 成 的 集合 为 AA, 其 中 有 些 边 取 自 整 个 城市 
的 街区 图 并, 显然 4 中 的 边 可 以 分 成 由 负 顶 点 到 正 顶 点 的 通路 。 

现在 ,问题 归结 为 企 负 顶点 疝 的 配对 , 即 根 据 于 的 边 找 出 各 
负 正 顶点 各 的 最 短路 , 求 图 中 任意 两 顶点 间 的 最 短路 径 的 有 效 算 
法 可 以 参见 前 面 的 最 短路 径 问题 , 现 假定 已 求 出 了 任意 一 对 负 .下 
顶点 间 的 最 短 距 离 , 也 就 是 说 已 有 一 个 矩阵 户 = (di;), 其 中 4; 为 
负 顶 点 x; 到 正式 点 xz; 的 最 短 距 褒 。 在 DD 的 最 右边 漆 加 一 列 , 元 察 
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Ls 中 
af+T) yr(+2) 


图 9.2 

为 5 = Td(zi)|, 即 x; 应 发 出 的 边 数 ,再 在 DD 的 最 下 面 添 加 一 行 ， 
其 元 素 为 c = d(xz;), 即 xz; 应 收 的 边 数 , 于 是 求 最 小 添加 集 4 已 
化 为 一 个 标准 的 供需 平衡 的 “运输 问题 ", 可 以 利用 运输 问题 表 上 
作业 法 求解 ,最 优 解 将 表明 哪些 负 、 正 顶点 间 的 最 短路 将 被 采用 ， 
以 构成 最 小 添加 集 。 例 如 , 设 图 G 有 三 个 负 顶 点 zl,zzyz3 和 三 个 
正 顶 点 F113 V2 YI 并 设 过 (zi 二 一 2,d(x2) 二 d(xza) = 一 1， 
di) = d(y2) = 1,d(y3) = 2, 假 如 我 们 已 求 出 每 对 负 正 顶点 间 
的 最 短 上 距 离 ,得 出 矩阵 


yl 2 %3 

1 6 7 

| 之 和 

4 4 1 

相应 的 运输 问题 为 
31 32 Ya 供应 量 

TI] 6 7 2 
X21|8 2 4 1 
415 4 1 1 


需求 量 -| 1 2 4 
右 下 角 的 4 既是 总 供应 量 又 是 总 希 求 量 。 求 解 得 到 该 运输 问题 的 
解 为 :zi 一 为 ,1 一 ,zz 将 最 短路 上 的 边 各 取 一 
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次 就 得 到 了 最 小 添加 集 。 

在 求 出 由 全 扩充 成 的 最 小 寿 盖 圈 G 后 ,还 需 为 清扫 工人 指出 
一 条 较 好 的 实际 运行 线路 ,不 同 运 行 方式 在 工作 时 的 方便 程度 可 
以 想 差 很 大 ,清扫 车 有 时 要 扫 街 道 的 左边 ,有 时 要 扫 右 边 , 有 时 要 
提升 扫把 以 便 快 速 通过 不 清扫 的 街道 ;在 拐角 处 ,有 时 要 左 转弯 ， 
有 时 要 右 转弯 甚至 U 形 转弯 ,事先 规划 好 是 十 分 有 益 的 。 组 约 市 
是 这 样 处 理 该 问题 的 ,他 们 首先 引入 一 个 权 因 子 ,以 反映 街角 处 可 
能 轴 到 的 各 种 情况 的 麻烦 程度 ,综合 清扫 工人 的 意见 定 出 权 因 子 
的 值 { 免 表 9.1)。 


家 9.1 

街角 雇 策 权 因 子 

直 走 0 

大 转弯 | 4 

小 转变 

U 形 转 闭 8 
转换 扫把 10 

升降 扫把 | 5 


进而 对 每 一 街角 vi 找 刀 一 个 进 测 边 之 向 的 一 对 措 屿 ,使 得 权 因 子 
总 和 最 小 { 即 谨 作 最 方便 ) ,这 种 搭配 关系 惟一 地 确定 了 实际 运行 
路 线 。 

这 样 ,对 于 每 一 进 (出 ) 边 多 于 一 


条 的 顶点 zi ,得 出 了 一 个 权 因 子 组 成 | a 
的 矩阵 Wi = (wy), 其 行 对 应 进 
边 ,其 列 对 应 出 边 ,而 wi 则 为 由 i 边 AAA ~ SS 


进 人 由 j 边 离开 时 司机 需 采取 的 措施 FF 


所 对 应 的 权 因 子 。 例 如 ,对 图 9.3 表 示 
的 三 及 路 口 街 角 vw 可 得 ; 图 9.3 
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Wt) 1r8 1 4 
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显然 ,这 些 问题 都 是 简单 的 指派 问题 ,用 匈牙利 方法 很 容易 求 出 
解 来 .图 9.3 中 的 最 佳 措 配 是 一 月 了 然 的 , 即 el 一 eayez 一 eavea-tlo 

有 时 和 间 匣 还 可 能 更 复杂 些 , 例 如 图 G 可 能 分 成 几 片 而 互 不 相 
通 , 此 时 还 应 当先 将 它们 连 成 一 个 总 长 度 最 小 的 大 图 ， 

三 、 实 昧 问题 计算 

最 后 我 们 通过 一 个 实例 分 析 ,来 实现 清扫 问题 的 求解 。 


国 9.4 

图 9.4 是 一 个 街区 图 ,其 中 的 箭 线 为 单行 线路 , 边 上 的 数字 是 
清扫 该 街道 所 需要 的 时 间 ( 提 升 时 间 减 半 )。 图 9.5 中 的 箭 线 表示 
上 午 8:00 一 9:00 禁止 停车 的 街 边 (图 G), 现 要 求 充分 利用 这 一 小 
时 这 一 时 间 清 扫 完 图 9.5 中 的 街 边 , 试 给 出 一 个 较 好 的 实施 方案 。 

第 工 步 :我 出 图 ?9.5 中 的 负 顶 点 和 正 顶 点 ,并 对 这 些 顶 点 求 出 
d(xz)( 已 标 在 图 中 )。 人 负 顶 点 为 3.7,12、14.16、18, 正 顶点 为 1,4， 
5.13、15 .17, 每 一 顶点 的 “供应 量 " 或 "需求 量 ” 均 为 1。 

第 2 步 : 求 出 每 对 负 、 正 顶点 之 问 的 距离 ,为 方便 起 见 ,以 清扫 
时 间 表 示 。 根 据 给 出 的 两 个 图 , 求 得 反 跌 负 正 结 点 间距 离 的 
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敌阵 了: 
1 4 5 13 
3 [2 8 16 2 
7 '16 12 20 22 
12 局 26 24 了 ， 
14 432 28 36 g | 
这 蛙 没 有 包括 负 顶 点 16.18 和 正 顶 点 15,17, 因 为 十 分 明显 ， 
16 应 与 15 配对 ,18 应 与 17 配对 ， 
求解 与 D 相应 的 运输 和 问题 (由 于 和 需求 和 供应 均 为 1, 问题 已 退 
化 为 指派 问题 ) ,得 出 应 如 下 配对 :3 一 4,7 一 1,12 一 5,14 一 13。 
添 人 相应 的 最 短路 ,得 到 扩充 图 (3 ( 见 图 9.6), 增 洪 路 总 长 63 分 ， 
折合 成 清扫 时 间 为 31 > 分 .用 虚 箭 线 表示 添 加 边 。 
这 里 ,由 于 进出 边 配对 问题 较为 简单 ,不 必 再 对 顶点 求解 指派 
问题 。 
图 9.6 中 包含 三 个 刚 , 它 们 过 每 条 边 ( 和 包括 添加 边 ) 正 好 一 次 ， 
记 左 边 的 大 图 为 G1, 右边 上 .下 两 圈 为 G; 和 Ga。 
第 3 步 ; 找 出 三 个 圈 Ci ,Gs .Ga 间 的 最 短 连 线 。Gi .Ga 最 接近 
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图 9.6 

的 两 个 顶点 为 4 和 15, 茎 离 为 35;G1.Gs 最 接近 的 顶点 是 11 和 
17, 臣 离 为 25。 用 最 近 顶 点 间 的 最 短路 将 三 个 小 圈 连 接 成 一 个 大 
图 , 见 图 9.7。 走 完整 天 需要 137 上 分 ,其 中 56 分 是 清扫 时 间 ,81 方 
分 为 提升 时 间 。 

第 4 步 : 实 际 清扫 路 线 分 配 , 由 于 全 程 需 137 六 分 ,因而 不 可 
能 简单 地 前 分 成 两 眉 60 分 的 子路 。 当 然 ,可 以 有 多 种 方式 可 分 成 
三 段子 路 ,但 这 样 做 并 不 是 最 经 济 的 。 

注意 到 由 16 一 17 一 11 有 一 段 总 长 达 50 分 的 提升 时 间 , 考 虑 
是 否 可 以 利用 这 一 点 , 即 设法 将 这 段 路 安排 在 分 段 的 开头 或 结尾 ， 
以 便 在 8:00 以 前 或 9;00 以 后 通过 它 ,要 想 分 成 两 眉 ( 节 省 一 辆 
车 ) ,这 是 惟一 可 想 的 办 法 。 但 是 对 图 9.7 这 样 的 图 ,这 种 办 法 是 行 
不 通 的 ( 稍 加 计算 即 可 知道 ) 。 

现 改 用 18 一 14 连接 G1 和 和 上 G;, 从 表面 上 着 18 14 的 路 程 大 
于 17~> 11 的 路 程 ,但 此 时 得 到 的 新 园 ( 图 9.8)。 可 以 分 为 两 段 : 

Ti:l-* S812—0—>6—r2—>1*5—r6—+7—3—4 
11l-— 14。 

T215 一 16 一 17 一 18 一 1 一 13 一 10 一 7。 
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图 9.8 

其 中 Ti 需要 清扫 时 间 57 分 (其 中 41 分 是 清扫 时 间 ,16 分 为 
提升 时 间 ), T 需要 清扫 时 间 46 二 分 (其 中 15 分 是 清扫 ,31.5 分 
为 提升 时 间 )。 若 将 1 -> 5 安排 在 第 二 次 通过 时 清扫 , 则 T: 占用 的 
禁止 停车 时 间 又 可 缩 经 两 分 钟 ,当然 ,此 时 应 于 8:00 以 前 赶 到 5 
处 ,开始 清扫 。 

现在 经 过 反复 筹划 ,只 需 派 出 两 辆 清扫 车 即 可 在 8:00 一 9:00 内 
打扫 完 指定 街道 .另外 ,车 不 连 搂 G, 和 Gs 而 连接 G1 和 G2, 则 也 可 
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以 得 到 包含 两 段 可 行 子路 的 另 一 个 大 图, 读者 可 以 自行 完成 它 。 

街道 清 打 问题 ,实际 上 是 有 向 图 中 的 中 国 邮 路 问题 ,本 问题 的 
求解 .结合 了 最 短路 的 计算 方法 ,平衡 运输 问题 (或 指派 问题 ) 的 
解法 .以 及 选择 具体 路 线 时 所 用 的 最 小 权 优 化 方法 。 


9.2 ”灾情 巡视 路 线 问 题 (CMCM - 98B 题 )》 
一 、 问题 提出 


图 9.9 为 某 县 的 乡 (镇 ) .村 公路 网 示意 图 ,公路 边 的 数字 为 该 
路 段 的 公里 数 。 
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今年 夏天 该 县 遭受 水 灾 ,为 考察 灾情 、 组 织 自救 ,县 领导 决 
定 ,带领 有 关 部 门 负责 人 到 全 县 各 乡 (镇 ). 村 巡视。 巡视 路 线 指 从 县 
政府 所 在 地 上 出 发 , 走 遍 各 乡 (镇 ) ,村 ,又 回 到 县 政府 所 在 地 的 路 线 。 

1. 若 分 三 组 (路 ) 巡视 , 试 设计 总 路 程 最 短 且 各 组 尽 可 能 均衡 
的 巡视 路 线 。 

2. 假定 近视 人 员 在 各 乡 ( 镇 ) 停留 时 间 了 = 2 小 时 ,在 各 村 停 
留 时 间 上 = 1 小 时 ,汽车 行驶 速度 V = 35 公里 /小 时 。 要 在 24 小 
时 内 完成 巡视 ,至 少 应 分 几 组 ;给 出 这 种 分 组 下 你 认为 最 佳 的 巡视 
路 线 。 

3. 在 上 述 关 于 T,* 和 Y 前 假定 下 ,如果 六 视 人 员 足 够 多 , 完 
成 巡视 的 最 短 时 间 是 多 少 ;给 出 在 这 种 最 短 时 间 完 成 巡视 的 要 求 
下 ,你 认为 最 佳 的 近视 路 线 。 

4. 车 巡 帘 组 数 已 定 ( 比 如 三 组 ) ,要 求 尽快 完成 巡视 ,讨论 工 ， 
t 和 VV 改变 对 最 佳 巡 祝 路 线 的 影响 。 

二 、 问题 分 析 

如 果 巡 视 人 员 只 分 一 组 ,近视 路 线 是 指 近 视 人 员 从 县 政府 O 
出 发 , 沿 乡 村 公路 伺 历 各 乡镇 ,村 ,最 后 回 到 县 收 府 , 把 该 问题 题 抽 
象 为 图 论 的 左权 连通 图 问题 , 即 有 一 赋 权 无 向 连通 图 G( V ,EE)， 
O GE Y, 两 村 之 间 公 路 的 长 度 , 即 为 该 无 向 图 的 边 权 zw(e) ,寻找 
一 条 最 佳 的 路 线 , 即 在 图 GC(V,E) 中 ,找到 一 条 包 人 洁 O 的 回路 ， 
它 须 经 过 所 有 的 顶点 EE 一 次 ,使 总 路 程 (总 时 间 ) 最 小 。 这 是 一 个 
旅行 售货员 (TSP) 问题 。 

如 果 巡 视 人 员 分 成 若干 组 ,每 组 考察 一 部 分 区 域 , 昌 所 有 乡村 
都 考察 到 ,如 果 能 把 这 些 乡 村 分 块 , 即 图 G(V,E) 中 把 图 分 成 车 
干 个 连通 的 子 图 所 ,每 个 子 图 G; 中 寻找 一 条 包 合 〇 的 回路 工 ;, 则 
对 每 一 子 图 Gi; 而 言 ,化 为 旅行 售货员 问题 。 

完成 巡视 的 时 间 褒 是 各 组 近视 时 间 中 最 长 的 时 间 , 故 为 使 扩 
视 效率 高 ,应 尽量 使 各 组 巡视 时 间接 近 , 反 映 在 图 G 分 块 时 应 尽 
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基 均 衡 。 

对 问题 进行 分 析 和 求解 时 ,引入 下 列 记号 : 

G(V ,五 ): 赋 权 连 通 图 ;G : G(V ,EE) 的 第 i 个 子 图 ;上 L;: 子 
图 G, 中 的 最 佳 回路 ;wke): 边 e 的 边 权 ;rw(v); 点 vw 的 点 权 ;1: 
Lj; 的 各 边 权 之 和 ;cj; 工 ; 的 各 点 权 之 和 ;T: 巡 视 中 在 每 个 乡镇 停留 
时 间 ;7 :巡视 中 的 每 个 村 的 停留 时 间 ; ;汽车 行驶 速度 。 

把 乡村 公路 示意 图 抽象 为 一 赋 权 连通 图 G(V ,EE), 在 贼 权 图 
G 中 ,ucE YI(G) 对 应 示意 图 中 的 乡 . 村 所 地 ,mm 表示 县 政府 所 在 
地 ,e EECG) 对 应 示意 图 中 的 公路 . 边 权 zw(e) 对 应 示意 图 中 的 

‘个 x VY ， ww 代表 乡镇 ， 


公路 长 度 ,点 权 ww《wi) = ,ww 。 代表 村 ,其 中 Y 表示 
车 速 。 


数学 模型 : 当 固 定时 , 求 图 G 中 回路 L;. 2，… ,Ex, 且 满足 : 
min| max (Li); (目标 为 各 组 巡视 最 大 距离 最 短 ) 


min| mag[ Sr we) ” ,| | 
( 旭 标 为 巡视 时 间 最 短 ) 


Ss.t. 


un 入 VCL;) i 二 1],2,"…, 


UvV(L) = Y(C) 

三 、 模型 的 求解 

问题 1 现 要 分 三 组 近视 , 则 需 把 图 G 分 成 三 个 子 图 G;(i = 
1,2,3), 在 每 个 子 图 G; 中 等 找 最 佳 回路 L;(i = 1,2,3)。 

因为 最 小 生成 树 能 包含 图 G 中 所 有 顶点 上 ,而 且 最 小 树 的 边 
权 是 相 邻 两 便 点 之 间 的 距离 , 它 描述 了 顶点 之 间 的 相近 程度 , 故 可 
考虑 利用 最 小 生成 树 初步 分 块 。 
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根据 最 小 生成 符 求 解 的 Kruskal 算 法 ,可 以 找到 和 罚 的 最 小 后 成 
树 如 图 9.10。 


图 9.10 


现 杰 对 已 得 到 的 最 小 生成 树 T 分 解 ,以 获得 三 个 子 图 6G; .使 
得 分 解 结果 尽量 均衡 ,由 于 在 最 小 生成 树 上 , 边 权 接近 ,可 略 认 为 
均衡 即 各 子 图 包含 的 顶点 数 接近 , 故 各 子 图 包含 的 顶点 尽量 接近 
[(35 + 17)/3] = 17 个 。 故 有 以 下 分 解 诛 则 : 

最 小 生成 树 分 解 原则 : 

(1) 分 解 点 为 O 点 或 尽 可 能 接近 人 〇 点 ; 

(2) 分 解 所 得 的 三 个 子 图 G; 所 包含 的 顶点 数 尽 可 能 接近 
17 个 ; 

(3) 尽量 使 分 解 所 得 的 子 图 G; 为 连通 图 ; 

(4) 尽量 使 子 图 G; 与 点 0 的 最 短路 上 的 点 在 该 子 图 内 ,尽量 
使 各 子 图 的 点 在 子 图 内 部 形成 环 路 。 

根据 以 上 分 解 原 则 ,得 到 分 解 结 果 如 图 9.11 所 示 。 

从而 根据 最 小 生成 笠 的 分 解 方 法 把 图 G(V,E) 划分 为 三 个 
子 图 G,,i = 1,2,3, 分 别 在 G; 中 寻找 最 佳 巡 视 路 组 。 现 给 出 几 个 
寻找 最 优 回路 的 优化 规则 : 
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图 9.11 


1) 扩 环 策略 

如 果 在 图 G 中 的 路 径 C;, 有 强 立 的 枝 存 在 ,如 图 9.12 所 东 代 
表 1,2,3 三 个 顶点 , 著 ww1 ,2 二 wi,3 > wz, 2, 则 应 考虑 扩 环 ， 扩 环 第 
略 还 可 扩展 到 多 个 项 点 的 情况 ， 


围 9,12 


如 图 9.13 所 示 ; 扩 环 后 相 比 扩 环 前 其 权 和 变化 为 : 
1 一 | i—] 
2 tl 2 1 


图 9.13 
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和 = 一 | + 2w1,3+ Dw i+ 
网 = 帮 


[ws + Zt + wz | 
车 A 过 0, 则 应 扩 环 , 当 ty < mwl3+…+ zwi,z 时 , 扩 环 后 总 路 程 
更 少 , 可 进 扩 环 调 整 。 
2) 增 环 策略 
车 环 路 上 菜 顶 点 处 长 出 两 条 核 , 且 存在 可 使 两 枝 成 环 的 边 , 可 
考虑 增 环 。 增 环 前 后 其 权 和 变化 为 ; 


A= wi,il (Sw, kt mr， 2) 

车 A 过 9, 则 应 谱 环 。 wt -+ zij2 时 , 增 环 后 
总 路 程 更 少 ,可 进行 增 环 调整 。 

我 们 对 图 9.44 进行 分 析 ,发 现 扩 环 策略 与 增 环 策略 条 件 完全 
满足 , 故 这 两 种 策略 完全 适用 。 

3) 换 枝 策略 

车 环 路 上 茶 顶 点 长 出 一 条 核 ,而 该 枝 末 梢 同 环 路 中 另 一 顶点 
笑 离 接近 ,可 考 虚 换 枝 , 如 图 9.15 所 示 , 车 


1 i+| J 
9 a 41 才 了 -07 
J bu ji 十 1 7 
3 一 ~ it2 
2 ~~、_] 
poe QO 
图 9.14 图 9.15 


Wi 二 
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ita+2(ml3+…+wi 让 则 应 考 志 换 枝 。 换 枝 的 结果 是 使 被 
重复 的 路 减少 。 

根据 以 上 的 优化 策略 及 分 块 结果 ,在 G; ,i = 1,2,3 中 分 别 寻 
找 一 条 从 O 出 发 ,遍历 Y 并 回 到 0 的 最 短路 线 。 

在 图 G(V,E) 中 , 求 三 条 从 口中 发 并 回 到 OO 的 路 工 , 工 ;， 
L;, 满 足 V = UVi,Vi(i = 1,2,3) 为 了 中 经 过 点 的 集合 ,使 得 
DL; 最 小 , 且 L; 与 亏 | 相差 不 天 。 

可 专 按 下 列 步 又 进行 , 求 出 工 | ,L2, Ls 

第 1 步 :作出 G 与 0 之 间 的 最 短路 ; 

第 2 步 :以 口 与 6 连通 的 路 径 及 原 图 如 的 最 优 树 在 如 ; 中 保留 
的 边 为 基础 ,进行 增 环 扩 环 调整 ,使 最 后 尽 可 能 形成 一 个 环 路 。 

12,G,11 归 入 G;, 因 
为 它们 可 与 下 ,9,E 形成 环 
路 ; M 归 人 G, 是 因为 M 在 
G2 与 DD 的 最 短路 上 , 现 对 
G2 进行 调整 :首先 ,根据 增 
环 靶 每 上 ex 6, 根据 对 换 
法 ， 渗 上 边 eu.5， 支 掉 
erg; 根据 扩 环 法 , 添加 边 
ex2.K :去 边 el7,Ky 再 进行 扩 
环 , 加 边 e21,231 去 边 人 21.253 
加 边 ezs_w，, 去 边 ex.w, 得 到 图 9.16。 同 样 ,根据 这 些 法 则 对 G1G， 
调整 ,分别 可 得 到 图 9.17 和 图 9.18。 

再 由 图 计算 得 0 = 159.3,t = 206.8,1a = 219.5(KM) ,总 
路 程 长 585.6km。 

问题 2 【限时 巡视 的 最 佳 路 线 } 


图 9.16 
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车 分 成 组 巡视 人 人 员 , 其 各 自 
所 走 的 路 径 L;, 回路 二 中 边 权 
(ef 点 权 w(vi), 则 有 {i = 


ulea)， 点 权 和 c = 


eE EtL.,) 


2 wv) = (2a;+ 6) x35, 其 


EEL,) 
中 a; 为 乡 相对 应 的 点 的 数 昌 ,b, 
为 与 村 相对 应 的 数目 ,巡视 至 少 应 


分 的 组 数 :n= min| 1 洒 + 


2a + 6b < 24| (i = 1 


图 9.1%8 


可 以 证 明 > 3( 覆 )。 

考虑 n = 4, 同 分 三 组 的 情况 类 似 , 用 最 优 树 分 解 方法 把 图 G 
分 成 子 图 G,(i = 1,2,3,4), 子 图 中 点 权 之 和 2a; + Pb; 尽量 相同 ， 
总 的 点 权 之 和 为 17 x 2 + 35 = 69, 故 平均 每 个 子 图 中 点 权 和 为 
f69 人 4] = 17. 故 参 照 分 三 组 时 的 最 小 树 分 解 原则 ,分 成 4 组 时 最 
小 树 分 解 原则 为 : 


(1) 使 各 子 图 中 点 权 和 尽量 接近 17; 
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《2) 分 解 后 的 各 子 图 尽量 为 连通 图 ; 

{3) 分 解 点 为 O 或 尽量 接近 口 ; 

Y4) 生成 的 子 图 容易 形成 圈 或 搁 近 团 。 为 使 尽量 均衡 ,大 致 划 
分 为 如 图 9.19 所 示 。 

通过 增 环 . 扩 环 、 换 枝 等 策 妇 ,对 各 子 图 内 部 调整 而 寻找 最 佳 
巡视 回路 ,其 结果 如 图 9.20 所 示 : 

经 计算 得 到 如 下 结果 : 


巡 视 路 线 
OC,.B,1,A,34,35,33,31,32,30,29,R,0O 
O,P,28,27,26,N,23,22,17,16,K ,21,25, 
MO 


OM ,253,21,K,18,1,15,14,H,14,13,1, 
人 


图 9.20 


完成 巡视 的 最 小 时 间 为 fms = 22.3 小 时 ,其 中 路 线 重合 部 分 
的 点 , 即 K ,21,25,M 为 二 组 巡视 。6,5,1 由 三 组 近视。 

问题 3 ”近视 人 人 员 足 够 多 ,并 设 汽车 也 足够 多 ,甚至 每 个 村 、 
镇 都 可 分 配 一 组 巡视 员 , 这 些 组 的 完成 时 间 中 最 长 的 即 为 完成 洲 
视 的 时 间 而 限 zi,, 从 最 短 生 成 树 上 可 以 看 出 , 右 离 O 上 路 离 1,p 景 
长 ,. 且 盯 的 权 最 大 = 2. 故 巡视 互 的 那 组 所 花 的 时 间 为 完成 整个 


巡视 的 时 间 下 限 ,1,，= < + ao = 6.43, 因 此 ,和 需 解决 的 问 
题 是 


minn 


27 
st + Qa tb tnin (i = 1,2,..…,n) 


35 
采用 如 下 的 算法 近似 求解 : 
第 1 步 : 令 ;= 10， 


第 2 步 : 选 最 短路 树 形 图 中 未 被 标号 的 点 中 离 点 O 最 近 的 点 ， 
设 为 MM,M 与 O 的 距离 为 1 , 设 第 i 个 巡视 点 集 V; = MT ,计算 
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V 最 多 还 可 增加 的 点 的 权 之 和 i， = tmn 一 Er 
第 3 步 : 尽 可 能 使 并 人 Vi 的 点 的 权 之 和 为 [7 ] ,同时 满足 存 


在 从 O 出 发 ,经 历 V 中 所 有 点 并 回 到 O 点 的 路 了 ,使 + 人 
翅 ; 才 翅 ; 志 tuesl, 为 L; 的 长 度 ,a, ,8 分 别 为 中 权 为 工 ,: 的 点 的 
个 教 ,车 同时 存在 几 种 并 人 方式 ,选取 并 人 的 点 到 0 距离 之 和 最 


大 的 那 一 种 。 
第 4 步 :在 图 中 把 中 含有 的 点 标 上 号 , 若 还 有 点 未 标号 , 令 ; 
= i+1 转 第 2 步 ,否则 ,停止 ,通过 这 种 算法 ,得 到 应 分 为 22 组 , 结 


果 见 表 9.3。 


表 9.3 


花费 时 间 


人 | tm) 
ER 区 
114,131 1 6.15 145.4 
115,16| | 6.37 153 
112,111 | B36,32.0" 12,0,11 | 5.93 Ys 
on | 
1G1 0 
1 2 
IF,9! 
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花费 时 间 | 路程 
分 组 : 巡 视 路 线 
(h) (km) 
O12,5,6,1 ,19,1,18,K ,21, 
1 .18| 25°17 .0 6.29 115.4 
， | O,P,26.N,23,22,17,K ,21, 
{17,22,20! ;2023 PG 
., i O,M,25,21,K ,21,20,19,L, 
{19,K| 6,.5.2,0 
1242321| |! 9.P,26, N ,24,23,21,25, NM ， 
| 五 ,7 61 O25,6,7,E,7.6.5,2,0 
_ 忆 ,5,251 O,M,25,20,1,6,5,2,0 
130,Q,321 O.R,31,32,30,0Q,29,R,0 
135,34,33,31| | O,1,A,34,35,33,31,.R,O 34. 
14,D,34 O,2,3,D,4,D,3,.0,1.A4,1,0 
1N,27,281 O,P.26,N,26,27,28,P,0O 
29,P,RI OR,29,P,O 6 .32 46. 
131 ,2,C1| O,R31. ROC.3,2.0 6.22 | 77, 
{26, M: O,M,,N,26,P.0 65. 


iB,A! 


OD,1,B.A,.1,D 


问题 4 设 某 种 情况 下 , 即 V,T,: 歌 某 一 组 值 时 ,在 满足 
maxti 取 最 小 值 的 条 件 下 的 点 集 为 V; 对 应 路 为 上 ; ,其 长 度 为 1, ,i 


二 12, ns 邻 1 一 于 Tui + t, 此 时 应 满足 t,t 相差 不 大 ， 


否则 ,可 将 1, 中 最 大 的 点 集 去 掉 个 点 ,并 将 其 加 到 + 中 最 小 的 
点 集中 去 。 
当 允 改变 A 时 ,的 改变 量 为 Ai = C2. 
由 于 4 的 不 同 ,At 也 不 同 , 当 交 变化 很 大 时 ,可 能 使 ， 相差 
很 大 ,从 而 需要 重新 调整 巡视 路 线 . 现 以 六 = 3,V = 35,T 一 21 
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= 1 讨论 变动 对 路 线 的 影响 。 

首先 ,从 1 中 所 得 的 三 条 巡视 路 线 及 对 应 巡视 点 集 开 始 ， 将 1 
最 大 的 点 集中 调整 一 个 到 上 最 小 的 点 集中 去 ,直到 maxt; 不 再 减 
小 为 目 ,我们 得 到 三 条 路 线 , 对 应 长 度 分 别 为 194.205.3 .206.8， 
各 近视 点 集中 权 为 1.2 的 点 的 个 数 分 别 为 al = 6,51 = 11,as = 
S,p = 13,4a3 = 6,2%3 = 11。 

当 企 增加 时 ,对 应 时 间 分 别 为 1 = 6AT +28.5, tz = 5AT+ 
28.9, 14 = 6AT+28.9, 当 A 宁 > 3.4 时 ,可 将 Ya 中 的 点 五 调 人 Va 
中 ,此 时 对 应 的 时 间 为 1 = 6AT + 28.5,1's = SAT + 31.5,14 = 
6A 个 +26.3 均 比 max 和 fi,t2;ta| = 73 小, 故 应 改变 巡视 路 线 。 

四 、 模型 的 评价 及 改进 

1. 该 问题 实际 上 是 一 个 多 旅行 售货员 (MTSP) 问题 ,是 已 被 
论证 的 NPC 问题 ,至今 仍 无 有 效 的 算法 。 求 最 优 Hamilton 回路 是 
该 问题 的 常见 的 计算 机 近似 算法 , 它 不 能 保证 得 到 最 优 解 ,只 能 得 
到 较 优 解 。 

本 书 提出 的 策略 改进 方法 也 不 能 保证 求 得 最 优 解 ,但 接近 最 
优 解 ,并 且 所 提出 的 策略 能 大 幅度 减少 计算 曹 , 以 至 于 根据 手 算 便 
能 得 到 较为 满意 的 结果 。 

2. 本 文 利用 最 优 树 分 解 方法 对 图 分 块 .但 未 能 给 出 一 个 准确 
的 原则 定量 地 给 出 总 路 程 最 短 同 均衡 性 最 好 的 制约 关系 。 

(本 节 主 要 根据 成 都 电子 科技 大 学 的 罗 卢 杨 \、 龙 继 东 和 唐 小 军 
的 论文 改写 ) 


9.3 计算 机 网 络 的 最 短 传输 时 间 (AMCM - 94B 题 ) 


一 、 问 题 提出 

某 公司 各 部 门 间 每 天 需 用 网 络 进行 信息 传递 网 络 用 图 表示 
时 ,计算 机 表示 顶点 ui ,oa ,vw, 边 e1,e2,… ,es 表示 两 台 计 算 
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机 之 问 需 要 传输 的 文件 .Te.) 为 文件 e, 的 传输 时 间 ,C(lV,) 为 
计算 机 V, 可 以 同时 传输 的 最 大 文件 数目 ,针对 下 面 三 种 情况 ,该 
公司 需 望 设计 -种 最 佳 的 传输 方案 ,使 网 络 总 的 传输 时 间 ( 趣 所 有 
文件 传输 全 部 完成 的 时 间 ) 最 短 

情形 A 公司 有 28 个 部 门 ， 每 个 部 门 配备 一 台 计 算 机 (分 别 
用 图 9.21 中 顶点 表示 )。 每 天 需 传 轮 27 个 文件 {分别 用 图 9.21 中 
边 表示 )。 在 该 网 络 中 ,对 所 有 x.y 满足 T(e,) 1 和 C(V,)=1。 


图 9.21 


情形 B 假设 网 络 结构 未 变 ,但 各 部 门 间 所 传递 的 文件 类 型 
和 大 小 各 不 相同 ,传输 文件 如 表 9.4 所 示 , 每 侣 计算 机 传输 容量 
CECV,) 仍 为 1。 


表 9.4 情形 3 的 文件 传输 时 间 


310|14.1|4-413-01310130. “32|2.4|15.018.011.0 4.4|9, 作 | 3.2 


情形 C 公司 下 考虑 扩 展 ，- 方 面 , 每 天 有 更 多 的 文件 需 概 传 
输 , 另 “方面 ,公司 的 计算 机 系统 也 正在 升级 ,有 些 部 门 配备 更 高 
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级 的 计算 机 {可 以 同时 与 几 个 部 门 传输 文件 ) 见 图 9.22、 表 9.5. 表 
9.6。 


二 、 问 题 分 析 

首先 ,根据 表 9.5、 表 9.6, 我 们 假定 : 

OD 在 A,B 两 种 情形 中 ,所 有 计算 性 能 完全 相同 ,情形 C 时 有 
的 计算 机 同 其 它 计 算 机 相 比 能 传输 更 多 文件 ; 

@@ 每 个 文件 的 传输 以 一 个 连续 的 整体 进行 ,文件 传输 无 优先 
权 , 即 文件 一 旦 开始 ,不 得 中 断 直到 所 有 文件 传输 完毕 ; 


表 9.5 ”情形 人 的 交 件 转 输 时 间 
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豆 9.6 情形 C 的 计算 机 传输 容量 


10 12 
11) 
20 | 21 | 22 1 23124 | 26 | 27 
| 


@ 通讯 网 络 稳定 .可 靠 ,任何 文件 不 得 重复 或 重新 传输 ; 

@ 所 有 计算 机 不 给 自身 传输 文件 ; 

@ 传输 的 切换 时 间 可 以 名 略 , 即 一 台 计 算 机 传输 不 同文 件 的 
时 间 间 际 很 小 ; 

里 文件 传输 没有 既定 顺序 , 即 所 有 文件 具有 同等 重要 性 。 

同时 对 符号 约定 如 下 : 

T{e,) 一 一 文件 。, 的 传输 时 间 。 

To(e.),T,(e,) 一 一 文件 e, 开始 和 结束 传输 的 时 刻 ; 
图 的 度数 。 

C(V,) 一 一 计算 机 的 传输 容量 , 即 可 同时 传输 文件 的 数目 。 

d( VD) 一 计算 机 V, 的 负载 ,为 V, 完成 所 有 传输 需要 的 最 
短 时 间 , 即 当 C(V,) = 1 时 ,d(V,) = 这 JT{e,),e; 为 需 从 V ,上 


传输 的 文件 ;而 C(V,) = n(n >1) 时 ,将 计算 机 需要 传输 的 文件 
分 为 组 ,使 传输 时 间 总 和 最 长 的 一 组 时 间 尽 可 能 短 ,d(B,) 即 为 
该 组 所 有 文件 的 总 传输 时 间 。 

X 一 一 边 乐 色 所 沉 的 最 小 色 数 。 

情形 A 在 此 情况 下 存在 着 不 同 的 传输 方式 ,但 无 论 哪 一 种 
传输 方式 ,一 对 正 传 输 某 种 文件 的 计算 机 都 不 能 从 事 另 外 文件 的 
传输 ,因此 ,可 以 通过 选择 铬 络 中 的 所 有 边 以 得 到 某 种 匹配 ,特别 
地 ,每 一 个 时 间 单 位 分 开 考虑 时 ,将 会 担 到 无 重 边 的 多 种 匹配 ,或 
者 等 价 地 考虑 边 当 色 教 , 边 的 不 同 匹 配 等 价 于 当 相 邻 两 边 { 共 一 个 
顶点 ) 染 上 不 同 颜 色 时 每 一 边 的 染色 。 
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在 上 述 情 况 下 最 小 传输 时 间 的 计算 分 别 为 产生 整个 图 的 最 少 
匹配 数 和 最 少 边 染色 数 。 

情形 B.C 显然 ,计算 机 最 短 传 输 时 间 不 小 于 最 大 负载 数 。 在 
情形 BB 与 C 时 ,不 能 直接 利用 图 论 理论 立即 产生 出 有 效 的 算法 , 例 
如 ,情形 C 就 不 是 二 分 图 ,因此 ,有 必要 选择 -- 种 贷 殊 算法 (Creedy 
algorithm) 以 产生 出 一 种 近似 最 优 解 。 

三 、 问 题 求解 

情形 A 根据 前 面 的 分 析 ,情形 A 中 文件 的 传输 相当 于 二 分 
图 的 边 染 色 过 程 ,利用 Bondy 定理 ,A = x ;因此 ,情形 A 之 网 络 最 
短 传 输 时 间 为 3。 

下 面 给 出 一 种 适用 于 一 般 二 分 图 的 有 效 文 件 传输 算法 。 

第 1 步 : 将 网 络 看 作 树 状 二 分 图 ,G = (X,Y,E), 找 出 次 数 最 
大 的 那些 顶点 , 设 和 区 和 妨 和 YY 且 UU 人 为 G 中 所 有 最 大 
次 数 顶 点 的 集合 。 

注 : 存 在 匹配 M 为 X 与 了 的 绑 盖 集 , 若 该 匹配 之 构造 显然 ， 
则 转 第 4 步 。 

第 2 步 :构造 XX 的 覆盖 集 M, 设 gl(X') 为 在 Mi 中 X 被 连 
接 的 顶点 集合 ,对 于 X 的 每 个 子 集 S, 可 类 似 定 义 g(S)。 

(i) 车 X' 在 唯一 顶点 ,为 平凡 情形 。 

(ii) 对 XX 中 所 有 满足 |S1< |a(S)| 的 子 集 S, 取 zo EX ， 
并 将 zo 与 g(xo) 的 荣 顶 点 yn 相连 接 ,此 时 XX 和 xo 与 g{X')N yo 
可 以 被 匹配 ,因此 , 议 X'\ zo 与 YY 和 yo 代替 X 与 了 ,返回 第 外 
步 。 

(iii} 对 于 满足 | S | = |g(S)| 的 子 集 , 则 S 与 a(S),X TS 
与 Y | gLS) 均 能 被 匹配 。 由 于 S 与 X AS 顶点 数 均 少 于 X’ 的 项 
点 数 , 故 可 用 X 作为 第 四 步 中 3 与 X AS。 

第 3 步 ; 类 似 地 ,用 Y’ 匹配 sg(Y'), 利 用 第 2 步 算 法 , 称 该 匹配 
为 My。 
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注 ; M1 U M, 的 某 些 子 集 匹配 久 与 Y 的 顶点 集 也 覆盖 XX 与 
Y' ,车 该 过 程 不 是 显然 的 , 则 转 第 4 步 。 
第 4 步 : 设 ”为 在 Mi 中 被 匹配 的 顶点 集合 ,对 于 顶点 y € 
六 YY, 设 PP 为 以 y 为 起 始点 的 通路 ， 
P= Ue i, 
构造 对 称 差 
M= (MI PU (PP! MI) 
， 特别 地 ,车 Mi 与 Ms 顶点 不 连通 时 , 则 M = M) Mo 
注 : Mi UM 是 顶点 次 数 至 多 为 2 的 子 图 。 
利用 上 面 的 算法 ,可 以 很 快 找到 多 种 最 短 传输 时 间 方 案 , 下 面 
给 出 一 种 ( 伟 表 9.7)。 
表 9.7 情形 入 财 的 文件 传输 计算 
对 间 | 被 传输 的 文件 
oo 224,7,3.1,10 
13,.15,49,26.21.,.8,11.5,2 
| 16,13,27,20,23.9,6,4,12 


iu 一 到 | 


情形 了 与 C 通过 模型 分 析 我 们 看 到 ,情形 B.C 与 情形 A 是 
不 想 同 的 ,首先 ,情形 B.C 边 上 的 权 值 不 大 是 1, 另外 ,情形 C 不 是 
二 分 图 ,下 而 给 出 两 种 适合 情形 E.C 的 贪 禁 算法 。 

算法 1 

第 1 步 :计算 出 图 中 每 个 顶点 的 负载 并 选取 最 大 人 负载 的 硕 点 
以 及 相应 边 ,负载 最 大 者 优先 传输 5 见 表 9.8 和 表 9.9)。 


农 9.8 情形 了 3 各 顶点 的 负载 


z 1 |21313415 
好 VD)3.04.105.1 3.4|12.4 
18 | 19 


3.6|2.1 


12.3| 4.0114 .915.4|13.4|4.4|1.0|15.0119.2 


可 (YY 113.306.1] 4.5 


21 | 22 
21.0.17.3| 9.0|11.2120.2|4.2 1418.4| 4.4| 5.0 
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表 9.9 情形 驰 各 顶点 的 负载 


1 2 10 | 11|12|13 
9.0|4.1|23.813.6|17.1|19.310. , 9.5110.4| 7.619.1 


15 [16117 24 | 25 | 26 | 27 
14.4I11 .619.7|9. 4127.,1117.2|19.018.,2 29.6| 7.904114.014.4|8.1 


表 9.10 情形 马 时 的 一 种 最 佳 传输 方案 
起 始 时 条 开始 传输 的 文件 


0.0 et es gy E15 0 E99 E22 €3 227 
1.0 el €11 

1.2 《26 
2.4 e729 

3.0 a 

3.6 Ih 

4.4 #24 

5.0 el 

7.0 1 P20 

7.1 ep 

了 ,和 《10 

10.2 613 216 

14.0 €21 E25 


第 2 步 :对 于 每 个 顶点 而 言 ,将 所 有 未 被 传输 的 文件 按 传 输 时 
邮递 增 顺 序 排列 ,时 间 较 短 者 优先 传输 以 减少 等 待 时 间 。 

第 3 步 ; 整 个 文件 传输 中 ,按照 负载 大 小 顺序 传输 , 直到 所 有 
文件 传输 完 时 停止 ,以 保证 达到 局 部 最 优 。 

按照 算法 工 ,我 们 可 以 找到 多 种 信息 传输 最 佳 方案 ,例如 ， 

宸 9.10 中 最 佳 传输 时 间 为 23。 

表 9.,11 的 最 佳 传 输 时 间 为 29.6。 
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霄 9.11 情形 CC 时 一 种 最 佳 传 输 方 案 
起 始 时 六 传输 的 文件 


1.0 C3 P11 Fp 

1.2 P26 

2,1 3 

2.4 233 #] 
3.0 el4 ty 
4.4 24 

5.4 


6.2 P19 €16 


9.5 


10.5 C4 

13.2 P13 ©25 

14#.2 Poy eal 
17.6 pe es 

18.3 en 
18.4 2 

22.6 ea0 


算法 2({ 改 进 的 背包 法 ) 

对 每 台 计 算 机 V; ,其 背包 数 定义 为 c = CUCV) ,每 个 Yj 需 执 
行 网 络 传输 的 一 个 子 集 。 

第 1 步 :假定 Vi 需 执行 次 传输 ,传输 次 序 ce(1,,…, ein) 使 得 
TT Ts 

第 2 步 :车 上 过 CCV,) ,每 个 背包 中 放置 一 个 传输 ,这 样 ,TT,(;， 
即 为 计算 机 完成 传输 的 最 短 时 间 。 
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第 3 步 :车 上 > CUVD) To) 放 在 第 一 个 背包 ,Tea-o0y 族人 
第 二 个 背包 ,一 直下 去 ,到 所 有 背包 均 有 一 个 文件 为 下 ,将 下 一 次 
需 最 长 时 间 的 文件 Ts nn) 放大 包含 最 少 传输 时 间 的 背包 中 ， 
并 将 Tc- + Te ) 仍 记 为 Too- 再 下 一 次 则 将 Tewes-o， 
训 入 含 最 少 传输 时 间 的 背包 中 , 例如 了-in0 委 c),， 且 
Tct i = Tot + Tooccao))， 继 续 此 过 程 直 到 所 有 传输 均 
放 和 人 背包 中 ,背包 中 售 最 大 传输 时 间 的 To ,1 访 i 志俊 为 
计算 机 完成 传输 的 最 短 传输 时 间 , 见 表 9.12 和 表 9.13。 

表 9.12 情形 3 时 一 神 最 佳 传 输 方案 


起 始 时 间 传输 的 文件 
0.0 | - ea ed 213 16 24 24 em 
5.0 eaa 
7.0 ey 2 
8.0 62 Py el? P15 Pd 
9.0 7 ely P27 
11.2 Pal 
12.1 el 
12.2 vs 
12.4 el 
12.5 tb 
13.0 eR 


16.0 O14 png 


表 9.13 ”情形 C 时 的 一 种 最 佳 传输 方案 
起 始 时 他 传输 的 文件 

0.,0 4 ko Ely el O12 tl3 215 €17 C18 EW C24 B26 235 €41 
2.1 1 

3.0 en ell 

4.4 a 

5.0 13 06 

.1 3 


14.2 ay 
15.1 ws 
17.3 ey 
20.1 E725 
23.0 p44 
25.4 ¢ 


33 


也 32 
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由、 问题 的 进一步 讨论 
1. 最 优 性 分 析 
在 情形 与 时 图 之 度数 A 可 理解 为 每 一 台 计 算 机 所 需 独 立 
传输 时 间 之 最 大 者 , 重 数 ni 表示 传输 之 最 短 时 间 ,利用 Vizing 定 


理 可 得 


太太 十 访 

即 A 与 A+ wm 分别 为 传输 时 间 。 的 下 界 与 上 界 。 
现在 说 明 情形 8 时 的 最 短 传输 时 间 23。 考 察 图 9.23 所 示 的 顶 
点 8,14,20,24,26,21 和 22 构成 的 子 图 。v20 的 三 条 边 均 合 7 个 时 


"313 - 


间 单 位 , 而 每 和 多边 的 相 
邻 边 均 含 9 个 时 间 单 位 。 
计算 机 vx 有 3 个 文件 传 
输 , 每 个 文件 传输 耗 时 7 
个 时 间 单 位 , 由 于 容量 
为 1, 故 21 是 计算 机 所 需 
时 间 下 界 。 显 然 图 9.23 
关于 wzo 为 对 称 子 图 , 故 国 9 2 
可 考虑 先 传 输 ex 并 同 
时 传输 es1( 或 e13) ,各 此 时 只 传输 e21( 或 e13), 则 下 一 步 安 排 为 ;7 
个 时 间 单位 后 传输 ee 与 ez6( 或 ez 与 e26), 而 14 个 时 间 单 位 后 传 
输 ew 与 e13( 或 el9 与 e13) , 共 禹 23 个 时 间 单 位 ,如果 第 一 步 同 时 传 
输 F132] 与 e25s; 则 9 个 时 间 单 位 后 传输 eg( 或 ea) ,16 个 时 间 单 
位 后 输 ex 或 e19) ,ez6 可 以 时 间 段 [7,14] 之 间 任 何 时 刻 传 连 , 也 
顺 23 个 时 间 单 位 。 不 难 证 明 , 从 对 称 性 意义 上 看 ,上 述 传输 方案 花 
费 23 个 时 间 单 位 包含 了 所 有 最 短 传输 时 间 方 案 , 任 何其 它 传 输 方 
案 耗 时 都 将 超过 23, 即 传输 时 间 下 界 为 23。 

现在 来 说 明 情 形 C 时 的 最 短 
传输 时 间 为 29.6。 

考虑 包含 vw 及 其 边 的 子 图 ， 
含 边 与 传输 时 间 T(e,) 值 的 子 图 
如 图 9.24 所 示 。 

上 述 zz 的 传输 容量 为 1. 故 
za4 需 传输 的 最 短 时 间 为 7.0 + 
4.2+9.0+2.4+7.0 = 29.0。 

2. 计算 机 重新 配置 

由 于 计算 机 性 能 的 差异 导致 计算 机 容量 的 可 能 差别 ,例如 情 
形 C。 此 时 ,人 们 自然 想到 用 性 能 优良 的 计 长 机 负担 更 多 的 传输 任 
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图 3.24 


务 ,为 此 ,我们 需要 对 计算 机 所 在 位 置 进行 适当 调整 。 如 情形 C 时 ， 
Wz 与 VI4t Ug 与 VN UY 与 Z3 世 及 Us 与 了 22 进行 对 调 , 则 最 少 传输 
时 间 可 减少 到 19.3, 与 原来 的 29.6 相 比 ,减少 了 35% ,另外 一 种 
调整 方案 是 先 算出 每 台 机 器 的 负载 > ,T(e。), 然 后 选 出 负载 最 大 


的 8 台 计算 机 所 在 的 位 置 ,传输 容量 为 3 的 计算 机 调整 到 负载 最 
大 的 位 置 (zz4) ,其 余 7 台 容 量 为 2 的 计算 机 册 配 置 到 另外 7 了 个 负 
载 较 大 的 位 置 ,此 时 的 最 佳 传输 方案 如 表 9.14。 


表 9.14 ”情形 C 调 整 后 约 一 种 最 佳 传输 方案 


起 始 时 间 传输 的 文件 
0.0 ZE 87 El0 ep2 es el C2 E14 E25 23 EH 42 
2.1 16 E13 F321 E33 
3.0 €44 
3.2 ey 
丘 .4 €28 €40 
5.0 E35  €36 
5.4 6 
6.1 e209 esl 
6.3 € 
7.0 es ey E26 et 
8.0 如 
9.0 12 
10.2 ew 
10.4 了 17 
1.0 £9 
12.2 €14 
13.0 eg 
13.6 el 
15.4 29 
16.10 v37 
16.1 es 
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表 9.15 中 的 传输 时 间 为 17.2, 与 前 一 调整 方案 相 比 所 需 传 输 
时 间 减 少 2.1 个 时 间 单 位 ,与 未 调整 时 相 比 减少 传输 时 间 41.9% 。 

模型 检验 

在 实际 情况 中 ,文件 传输 时 间 经 常 产 生 波 动 ,而 当 计 算 机 传输 
发 生 延 迟 时 ,后 面 的 传输 一 般 会 产生 影响 。 如 果 传 输 方法 不 稳定 ， 
有 可 能 导致 整个 系统 的 混乱 。 为 了 测试 本 模型 提供 算法 的 稳定 性 ， 
我 们 假定 文件 传输 的 波动 服从 均匀 分 布 ,分 别 随 机 取 100 组 最 大 
扰动 值 为 0.1,0.3,0.5( 时 间 单 位 ), 对 情形 C 作 检 验 发 现 模 型 具 
有 相当 好 的 稳定 性 ,具体 数据 见 表 9.15。 


表 9.15 100 组 随机 挠 动 的 平均 传输 地 问 


(本 节 主 要 根据 国防 科技 大 学 王刚 、 任 敏 , 刘 永 祥 的 论文 改写 ) 
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